mn

Mondragon
Unibertsitatea

Escuela Politécnica
Superior

Y ESTADISTICA

Aceptar H, Aceptar H,

p-valor

DANIEL SOLER MALLOL
2022



Edita: Mondragon Unibertsitateko Zerbitzu Editoriala
Loramendi kalea, 4 - (23 p.k.)
20500 ARRASATE-MONDRAGON (Gipuzkoa)
Disefo y maquetacion: AZK Taldea
ISBN: 978-84-09-46048-9
Depdsito Legal: 01162-2022
12Edicion, 2022

El contenido de este libro esta sujeto a la licencia Creative Commons de Atribucion-No Comercial-Compartir Igual.
Atribucion: el beneficiario de la licencia tiene el derecho de copiar, distribuir y comunicar publicamente la obra y hacer obras
derivadas siempre y cuando reconozca y cite la obra de la forma especificada por el autor o el licenciante.

No comercial: no puede utilizarse con fines comerciales.

Compartir igual: si altera o transforma esta obra o genera una obra derivada, sélo puede distribuirla bajo una licencia idéntica
a ésta.

[@oce]

Atribuciéon-No Comercial-Compartir Igual
CCBY-NC-SA




PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

Apuntes de la asignatura de Estadistica presentados en
MONDRAGON UNIBERTSITATEA

Autor

DANIEL SOLER MALLOL

En ARRASATE a 2022






AGRADECIMIENTOS

Agradezco a la familia por las hora que les he robado para escribir este libro. Agradezco
también a Antonio Lopez de Lacalle, Xabi Artetxe, Txus Martinez, Ainhoa Iturrsape,
Jatsu Lizarribar, German Albistegui, Zigor Oruna, Javi Arrasate, Mikel Agirre, Josune
Urien, Itziar Fraile y Julidn Elorza, profesores de Mondragon Unibertsitatea que han
compartido conmigo la imparticién de esta asignatura. Con ellos he discutido y aprendido
conceptos aqui expuesto, ademés con muchos de ellos nos hemos inventado buena parte
de los ejercicios que se proponen en el texto.

También se agradece a la propia institucion Mondragon Unibertsitatea por la impli-
cacion en la publicacién de este libro.

iii






INDICE GENERAL

Indice de figuras viii
1 Introduccién 1
2 Estadistica descriptiva 3
2.1 Introduccidn . . . . . . . . .. 3
2.2 Tablas estadisticas . . . . . . . . . . . . ... 4
2.2.1 Tabla de frecuencias de una variable discreta . . . . . ... ... .. 5

2.2.2 Tabla de frecuencias de una variable continua . . . . . . .. ... .. 5

2.3 Representaciones graficas de caracteres cuantitativos . . . . ... ... .. 6
2.4 Representaciones graficas de caracteres cualitativos . . . . . . .. ... .. 9
2.5 Medidas de centralizacion . . . . . . . ... ... L oo 10
2.6 Medidas de dispersidon . . . . . . . ... 12
2.7 Otros parametros estadisticos . . . . . . ... oo oL 14
2.7.1 Momentos . . . . . . . . . e e 14

2.7.2 Medidas de asimetria y apuntamiento . . . . . . ... ... ... .. 14
Ejercicios y problemas . . . . . . . . ... 17

3 Teoria de Conteo 19
3.1 Andlisis combinatorio . . . . . . . . .. ... 19
3.1.1 Variaciones . . . . . . . . . ... e 19

3.2 Variaciones con repeticiébn . . . . . ... Lo 19
3.3 Permutaciones con y sin repeticion . . . . . .. ... oo oL 20
3.4 Combinaciones . . . . . . . . . . .. e 21
3.5 Combinaciones con repeticion . . . . . . . ... Lo 21
Ejercicios y problemas . . . . . .. ... Lo 24

4 Probabilidad 25
4.1 Introduccién. Conceptos basicos . . . . . . . . . ... ... 25
4.2 Definicién clasica de probabilidad . . . . . ... ... oL 26
4.3 Definicién axiomatica de la probabilidad . . . . . ... ... ... ... .. 27
4.4 Probabilidad condicional . . . . . .. ... ... L L 31
Ejercicios y problemas . . . . . . ... 34

5 Variables aleatorias 39
5.1 Motivacidn . . . . . . . . . e 39
5.2 Variable aleatoria . . . . . . . . . ... ... 39
5.3 Funcién de distribucion de probabilidad . . . . . . . . ..o 40
5.4 Funcién densidad de probabilidad . . . . . ... ... ... ... ...... 41
5.5 Distribuciones condicionadas . . . . . . . .. ... ... L. 45
5.6 Esperanza y varianza de una v.a. . . . . . . . . . ..o e e 46
5.7 Funcién de una variable aleatoria . . . . . . ... ... ... .. ...... 48
5.7.1 Funciones lineales de variables aleatorias . . . . ... ... ... .. 49

5.7.2 Combinaciones lineales de variables aleatorias . . . . . . .. ... .. 49

5.7.3 Media y varianza de la media de una muestra . . . . . . .. ... .. 50

5.7.4 Error en una mediciéon . . . . . . . .. ... Lo 50



vi

INDICE GENERAL

5.7.5 Funciones no lineales (opcional) . . . . ... ... ... ... ....
5.8 Funcién caracteristica de una variable aleatoria (Opcional) . . . . . . . ..
FEjercicios y problemas . . . . . . . ... o
6 Distribuciones de probabilidad discreta
6.1 Distribuciéon uniforme discreta . . . . . . ... ... L L.
6.2 Distribuciéon binomial . . . . . . .. ... L L o
6.2.1 Distribuciéon multinomial . . . . . .. ... ... ... ... ... ..
6.2.2 Distribucién hipergeométrica . . . . . . . .. ..o L
6.2.3 Distribuciones binomial negativa y geométrica . . . . .. ... ...
6.3 Distribucién de Poisson . . . . . . . ... ... o
Ejercicios y problemas . . . . . . .. .. L
7 Distribuciones de probabilidad continua
7.1 Distribucién uniforme continua . . . . . . . . .. ... .. L.
7.2 Distribuciéon normal o Gaussiana. . . . . . . .. . ... ...
7.2.1 Propiedades de lanormal . . . . . .. ... ... ... L.
7.2.2 Importancia de la Normal. Teorema central del Limite . . . . . . . .
7.3 Distribucién exponencial . . . . . ... 0oL
Ejercicios y problemas . . . . . . . ...
8 Variables aleatorias n-dimensionales
8.1 Funcién de distribuciéon n-dimensional . . . . . . . . ... ... ... .. ..
8.2 Funcién densidad de probabilidad . . . . .. ... ... ... ........
8.3 Funciones de densidad marginales . . . . . . . . .. ... ... ... ..
8.4 Varianza y Covarianza . . . . . . . . . . . . . e
8.5 Suma de variables aleatorias . . . . . . . . ... ... L.
Ejercicios y problemas . . . . . . . . ...
9 Inferencia Estadistica
9.1 Introduccidn . . . . . . . . . e e e
9.1.1 Teoria de muestreo . . . . . . . . . . . ... .
9.2 Estimacidn . . . . . . . . .. e
9.2.1 Estimacién puntual . . . . . . ... ..o oL
9.2.2 Célculo de estimadores (Opcional) . . . . . .. ... ... ... ...
9.3 Estimacion por intervalos de confianza . . . . . ... ... .. ...
9.3.1 Estimacion de la media de una poblacién con ¢ conocida . . . . . .
9.3.2 Estimacién de la media de una poblacién, con o desconocida . . . .
9.3.3 Estimacion de la varianza de una poblacién . . . . . . . . ... ...
9.3.4 Estimacién de la diferencia entre dos medias . . . . . ... ... ..
9.3.5 Estimacion del cociente de varianzas . . . . . . .. .. .. ... ...
9.3.6 Datos Pareados. . . . . . . . . . . .. ...
9.3.7 Intervalos de confianza unilaterales . . . . . . .. ... ... ... ..
Ejercicios y problemas . . . . . . . . ...
10 Teoria estadistica de la toma de decisiones
10.1 Contrastes de hipétesis sobre la media de la poblacién . . . . . ... ...
10.2 Contrastes de hipodtesis sobre la varianza . . . . . .. .. .. .. ... ...
10.3 Contrastes de hipétesis sobre la diferencias de dos medias . . . . . . . . ..
10.4 Contrastes sobre proporciones . . . . . . . . . . ... ...
Ejercicios y problemas . . . . . . . . ...

99

69

90
92



INDICE GENERAL vii

11 Probabilidad y estadistica con Matlab 122
11.1 Estadistica descriptiva con Matlab . . . . . . .. .. ... ... ... .... 122
11.1.1Importacién de datos en Matlab . . . . . ... .. .. ... ... .. 122
11.1.2Variable discreta . . . . . . . . . . . . . ... 123
11.1.3Variables discretas, graficos . . . . . . . . .. ... ... 124
11.1.4Variable continua . . . . . . ... ... ... .. ... .. ... 124
11.1.5Variable Cualitativa . . . . . . . . ... ... ... ... ....... 126
11.1.6Medidas de centralizacién . . . . . . . . . ... ... ... .. .... 127

11.2 Probabilidad y Distribuciones de Probabilidad con Matlab . . . . . . . .. 128
11.2.1Combinatoria . . . . . . . . . . . ... 128
11.2.2Generacién de numeros aleatorios . . . . . . ... ... ... .. .. 129

11.3 Distribuciones de probabilidad . . . . . . . .. ... ... ... ....... 130
11.3.1Distribuciones Discretas . . . . . . . . . . .. .. ... ... .. 130
11.3.2Distribuciones continuas . . . . . . . . . . ... ... ... 132

11.4 Estimacién por intervalos con Matlab . . . . . . .. ... . ... ... ... 133
11.5 Contrastes de hipétesis con Matlab . . . . . .. ... ... ... ... ... 135

A Distribucién normal tipificada N(0,1) 139
B Valores criticos de la distribucion ¢ 140
¢ Valores criticos de la distribucién y2 141
Bibliografia 143

Indice alfabético 146



INDICE DE FIGURAS

Figura 2.1
Figura 2.2
Figura 2.3

Figura 2.4
Figura 2.5

Figura 2.6

Figura 2.7
Figura 2.8

Figura 2.9
Figura 2.10

Figura 2.11
Figura 3.1
Figura 4.1
Figura 5.1
Figura 5.2

Figura 6.1
Figura 7.1

Figura 7.2
Figura 7.3

Figura 7.4

Figura 8.1
Figura 8.2

Figura 9.1

viii

Diagramas de barras. . . . . . . . .. ... L L L oo 6
Histogramas. En de la izquierda todas las clases tienen la misma
amplitud, la altura de cada clase es proporcional a la frecuencia
absoluta. En el de la derecha, el area es proporcional a la frecuencia. 7
Poligono de frecuencias relativas y acumuladas de una muestra de

20 individuos. . . . .. Lo 8
Poligono de frecuencias usando un histograma. . . . .. .. .. .. 8
Diagrama de caja y extensiones en el que se pude observar la
presencia de valores atipicos.. . . . . . . ... ... ... ... .. 9
Diagrama de barras y de sectores correspondientes a los datos de
la tabla 2.1. . . . . . .. e 10
Determinacién grafica del intervalo modal. . . . . . . . . ... ... 12
Los cuartiles separan los datos en 4 intervalos con el mismo numero
de elementos. . . . . . . ... .. e 12
Diagrama y histograma de un par de muestras con alta simetria. . 15
Ejemplos de muestras asimétricas, a la izquierda variable discreta,
a la derecha variable continua. . . . . . . . .. .. .00 15
Gréficas de funciones con distinta curtosis. . . . . . . .. .. .. .. 16

Se puede tener en cuenta la idea intuitiva que las combinaciones
sirven para escoger elementos (hacer subgrupos), la variaciones para
contar subconjuntos y las permutaciones para contar ordenaciones 23
Probabilidad de que al menos dos personas de un grupo de N

cumplan anos el mismodia. . . . .. ... ... ... ... ... .. 31
Representacion grafica de las funciones densidad y distribucion de
probabilidad de la variable discreta.. . . . . . ... ... ... ... 42

Representacion gréafica de las funciones densidad y distribucién de
probabilidad de la variable continua. . . . . ... ... ... .... 45
Imagen de Jakob Bernoulli pintada por su hermano Nicolaus en 1687 57
Representacién grafica de las funciones asociadas a una variable

uniforme continua. . . . .. .. oL oo o 0oL 66
Retrato de Johan Carl Friedrich Gauss. . . . ... ... ... ... 67
Distribuciones normales con distintas medias (4 = 1,2) y distintas

varianzas (0 = 3,4). . . ... 68

Funcién densidad de probabilidad de una Binomial(10,0.4) y una
Poisson(10). . . . . . . . .. L 71
Funcién densidad de probabilidad conjunta de dos variables discretas 79
Representacién de nube de puntos de variables aleatorias bidimen-
sionales con distintos grados de correlaciéon. Las variables Z son

tipo normal, y las variables U tipo uniforme. . . . ... ... ... 81
De cada 100 muestras en 95 la media estard dentro del intervalo
(u—1.960//n,u+1.960//n). . ... ... 94



Figura 9.2

Figura 9.3

Figura 9.4
Figura 9.5

Figura 9.6

Figura 10.1
Figura 10.2
Figura 10.3

Figura 11.1
Figura 11.2
Figura 11.3

INDICE DE FIGURAS

En el caso T + s/+/n un 39 % de las muestras no incluyeron el valor
verdadero. En el caso de indicar la incertidumbre como 2s/+/n sélo
el 5% de las muestras no incluyeron el 0. . . . . . . .. . ... ... 95
Gréficas de la funcién de densidad de la variable aleatoria t de
Student para distintos grados de libertad en comparacién con N(0,1) 97
Gréfica de la funcién densidad de probabilidad de la distribucién y2. 98
Las tablas permiten determinar los valores de x? que tienen &areas
a/2yl—a/2asuderecha. . . . .. ... ... .. .. ....... 98
Ejemplo de la funcién de densidad de probabilidad de una distribu-

cion F de Snedecor. . . . . . .. ... e 102
Area de aceptacién de Hy en un contraste bilateral. . . . . . . . . . 111
Area de aceptacién de Hy en un contraste unilateral. . . . . . . . . 112
El p-valor indica la probabilidad de obtener un valor igual o mas

extremo que el observado, suponiendo que Hj sea cierta. . . . . . . 112
Representacién grafica de B(10,0.4) y Poisson(10). . . . . .. . .. 132

Resultado de introducir en Matlab p = normspec([0.5Inf],0,1). . 133
El drea sombreada representa una probabilidad del 99%. . . . . . . 138

ix



PREFACIO

El objetivo de este libro es acompanar a los alumnos de ingenieria en la asimilacién
de conceptos basicos de probabilidad y estadistica. No pretende ser muy riguroso en la
descripcién matematica por eso son pocos los casos en los que se explicitan las demostra-
ciones se los teoremas enunciados. La idea es explicar brevemente un concepto nuevo y a
continuacién utilizarlo resolviendo algunos ejemplos, un poco siguiendo el esquema que se
sigue cuando se imparte esta asignatura en Mondragon Unibertsitatea. Al final de cada
capitulo, ademas, hay un listado de ejercicios adicionales con la correspondiente solucién
para que el estudiante pueda probar el grado de asimilacién del tema, estos ejercicios se
han venido planteando durante distintos cursos en dicha universidad y se han ampliado
con ejercicios planteados en examenes.

Hay algunos temas, que estdn un poco mas desarrollados aqui de lo que se suele
hacer en clase, pero en general se puede decir que el nivel de los ejemplos, ejercicios y
explicaciones son suficientes para comprender las bases de la probabilidad y la estadistica
al nivel requerido por un ingeniero. Sin embargo, hay que recalcar que en este libro falta
una parte importante que los alumnos de Mondragon Unibertsitatea adquieren mediante
las practicas multidisciplinarias y sobre todo durante el desarrollo de proyecto semestral.
Durante estas actividades formativas, los alumnos usan los conceptos y las herramientas
que en este texto se les da, para aplicarlos en un caso mas o menos real, pero, ademas, se
les exige que se autoformen en un tema muy importante en para cualquier profesional, la
regresiton lineal. No se descarta afladir un capitulo en futuras ediciones que incluya este
tema, pero de momento, se ha optado por no incluirlo para forzar a los alumnos a buscar
en textos alternativos.

La herramienta informética por la que se ha optado en este libro es Matlab ®, porque
sin ser un software especifico para trabajar en estadistica y probabilidad como podria ser
R o Minitab ®, es un software con el que los alumnos de Mondragon Unibertsitatea estan
familiarizados. Probablemente seria interesante explicar como usar otras herramientas
alternativas a Matlab como podria ser Microsoft Excell ®, o alternativas de software libre
como pueden ser Octave, Python o Julia. No descarto que en un futuro se complemente
o modifique este texto para dar cabida a esta inquietud.



INTRODUCCION

La estadistica es la ciencia que estudia la recopilacién, presentacién, andlisis y uso de
datos para tomar decisiones y resolver problemas.

Estos datos pueden ser numéricos, variables o datos cualitativos atributos, por ejemplo,
si estamos interesado en la temperatura alcanzada en la herramienta de corte durante
un el fresado de metales, la temperatura es un dato numérico y el tipo de material un
atributo.

En general, lo que interesara como ingeniero es la toma de decisiones racionales
basadas en una serie de datos experimentales. El objeto de estudio es la poblacion. Por
ejemplo, si se quiere mejorar la resistencia al impacto de unas impresoras, la poblacién
estaria compuesta por todas las impresoras fabricadas por una determinada compaiiia
o una planta concreta. Para ello deberian hacerse test como, por ejemplo, los que se
muestran en el siguiente video, https://www.youtube.com/watch?v=WX5B1liUbadg .

Sin embargo, para recopilar datos, obviamente, solo se analiza un subconjunto de
la poblacion. este subconjunto es la muestra. La estadistica inferencial engloba todos
los métodos que permiten tomar decisiones a partir de los datos muestrales, para ello
es necesario recopilar datos organizarlos y analizarlos, de esto se encara la estadistica
descriptiva. La base matematica que permite hacer el salto de los datos muestrales a la
poblacién es la probabilidad.

FEl siguiente ejemplo sirve para ilustrar la relacién entre estadistica inferencial y teoria
de probabilidades:

Ejemplo 1.0.1 Suponga que un ingeniero tiene que analizar la resistencia
al impacto de unas impresoras. Se espera y se anticipa que ocasionalmente
habra articulos defectuosos, sin embargo, se determina que, a largo plazo, la
empresa solo puede tolerar 5% de impresora defectuosas en el proceso. Para
el andlisis se realizan una serie de pruebas a la resistencia al choque de 100
impresoras y se encuentra con que 10 son defectuosas.

En este caso la poblacion representa conceptualmente todos las impreso-
ras posibles en el proceso de produccién y obviamente estas 100 impresoras
representan la muestra. Los elementos de probabilidad permiten al ingeniero
determinar qué tan concluyente es la informacién muestral respecto de la
naturaleza del proceso.

Suponga que el proceso es aceptable, es decir, que su producciéon no excede
un 5 % de articulos defectuosos, en tal caso la teoria de probabilidades permite
al ingeniero determinar que hay una probabilidad de 0.0282 de obtener 10
o mas articulos defectuosos en una muestra aleatoria de 100 articulos del
proceso. Esta pequefia probabilidad sugiere que, en realidad, a largo plazo el
proceso tiene un porcentaje de articulos defectuosos mayor al 5%. En otras
palabras, en las condiciones de un proceso aceptable casi nunca se obtendria
la informacién muestral que se obtuvo. Sin embargo, jse obtuvo!, como es
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evidente que la probabilidad de que se obtuviera seria mucho mayor si la tasa
de articulos defectuosos del proceso fuera mayor que 5%, el ingeniero tiene
cierta confianza en que porcentaje de defectuosos es mayor que el 5% y por
tanto que el proceso efectivamente es defectuoso.

En el siguiente capitulo se dan las nociones basicas de la estadistica descriptiva, en
los capitulos del 4 hasta 7 se explican los fundamentos de la probabilidad y se introducen
las nociones fundamentales de variable aleatoria, esperanza matemaética y se explican las
principales distribuciones de probabilidad tanto discretas como continuas. El capitulo
8 se sale un poco del nivel del conjunto del texto, y el lector puede omitirlo si lo desea
puesto que no es necesaria su lectura para la comprension de los siguientes capitulos, pero
se ha decidido incluirlo para el lector que quiera profundizar un poco mas. Los tultimos
capitulos (9 y 10 ) se reservan para introducir los entresijos de la estadistica inferencial.
En los capitulos 2 y 11 se dan algunas herramientas matemaéticas e informaticas para
desarrollar los temas propuestos. Ademads, junto con este ejemplar se pone a disposicion
del lector unos “live-scrips” de Matlab donde se muestra, con ejemplos concretos, el
contenido del tultimo capitulo.

A este volumen le faltaria un capitulo dedicado a la regresién lineal para cubrir la
totalidad de los conceptos exigibles en una asignatura de “Probabilidad y estadistica” a
nivel de 22 de Grado de una carrera técnica. Como se ha indicado en el prefacio, esto se
ha hecho para forzar al lector a buscar la informacion en textos alternativos, que usaran
otra nomenclatura y le exigiran un esfuerzo extra para auto-formarse.



ESTADISTICA DESCRIPTIVA

La estadistica descriptiva es la parte de la estadistica que se dedica organizar, representar
graficamente y analizar los datos experimentales, ademas, la estadistica descriptiva incluye
las técnicas que permiten usar este estudio para inferir caracteristicas de la poblacion
estudiada.

Las definiciones que se dan continuacién son imprescindibles para manejar y com-
prender cualquier estudio con datos experimentales, por tanto, para cualquier disciplina
cientifico-técnica. Ademds, muchas de estas nociones se van a usar en los capitulos
posteriores por lo que, a pesar de tratarse de un tema sencillo es muy importante.

2.1 INTRODUCCION

Definicion 2.1 Llamaremos poblacion estadistica al conjunto de referencia sobre el cual
van a recaer las observaciones.

Las poblaciones podran ser finitas o infinitas, dependiendo del niimero de elementos que
las forman.

Definicion 2.2 Se llama unidad estadistica o individuo a cada uno de los elementos que
componen la poblacion estadistica.

Definicion 2.3 Se llama muestra a cualquier subconjunto de elementos de la poblacion.
El numero de elementos de la misma se llama tamano de la muestra.

La observacién del individuo la describimos mediante uno o méas caracteres. Hay
caracteres que son cuantificables, como, por ejemplo, la edad, el peso y la estatura de las
personas, pero hay otros que no, como, por ejemplo, el color de los ojos, el sexo, etc. A
los primeros se los llama, caracteres cuantitativos, y a los segundos, caracteres cualitativos.

Definicion 2.4 Se llaman variables estadisticas a los valores numéricos que adoptan los
caracteres cuantitativos.

Las variables estadisticas las podemos clasificar de la forma siguiente:

a) Variables estadisticas discretas. Son aquellas que toman valores aislados, por tanto,
una cantidad numerable, y que no pueden tomar ningin valor entre dos consecutivos
fijados.

b) Variables estadisticas continuas. Son aquellas que pueden tomar infinitos valores en
un intervalo dado. Es decir, pueden tomar valores entre dos consecutivos, por muy
préximos que los fijemos.
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2.2 TABLAS ESTADISTICAS

Vamos a estructurar y ordenar los datos obtenidos en la observacién de una muestra de
N elementos de la correspondiente poblacién. Centrémonos en el caso de una variable
estadistica X que puede tomar distintos valores x1, xo, ..., x, estd claro que cada uno de
éstos puede aparecer repetido mas de una vez. Por eso se definen las siguientes frecuencias:

Definicién 2.5 Llamaremos frecuencia absoluta (n;) de un valor z; de la variable es-
tadistica X al numero de veces que aparece repetido dicho valor en el conjunto de las
observaciones realizadas.

Definicién 2.6 Llamaremos frecuencia relativa (f;) de un valor x; de la variable esta-
distica X al cociente entre la frecuencia absoluta y el numero de observaciones realizadas

(V)

2

fi:N

Definicién 2.7 Llamamos frecuencia absoluta acumulada (NN;) en el valor x; a la suma
de las frecuencias absolutas de los valores inferiores o iguales a €l.

Cuando los valores x; son numéricos, esto se ordenan de forma creciente de modo que
la frecuencia absoluta acumulada del dltimo valor sera N. Es decir, que

N,=N

Definicién 2.8 Llamamos frecuencia relativa acumulada (F;) en el punto x; al cociente
entre la frecuencia absoluta acumulada y el nimero de observaciones realizadas (N) :

o Y B ,

Propiedades de las frecuencias
Sea N el ntimero total de observaciones realizadas. Podemos destacar las siguientes
propiedades:
k
a) ni+ng+---+n =N >ni=N
i=1

b) fit ot +fi=R+R+ +F=1

C

d

A
=

[§]

f

\/\
\/\

) f
) N,
) Fi
) 0<
) 0
) E

g) El porcentaje (%) correspondiente a un valor z; de la variable se obtiene multipli-

cando la frecuencia relativa por 100

(%),, = fi- 100
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2.2.1 Tabla de frecuencias de una variable discreta

La confeccion de una tabla de frecuencias para una variable discreta se consigue ordenando
los distintos valores de la misma de menor a mayor y anotando las distintas frecuencias
N, N f, N’ia FZ

x n fi Ny F
1 m fi N1 Fi
z2 ng  fo No I

xp ng [ Ni Fy

2.2.2  Tabla de frecuencias de una variable continua

En el caso de una variable continua, la estrategia es similar, a modo de ejemplo supongamos
que se han medido estaturas de sesenta personas, obteniéndose los siguientes resultados
en metros:

1.62 1.71 157 161 180 191 158 1.63 1.62 1.70
175 168 154 179 1.72 1.68 190 1.69 1.73 1.85
1.60 160 1.62 1.77 171 189 192 1.65 1.99 2.05
141 1.67 193 155 204 1.73 180 1.83 1.75 1.66
193 18 1.84 168 163 1.75 1.77 184 1.85 1.90
200 1.83 201 182 1.65 1.72 168 1.73 154 1.65

A la hora de analizar estos datos es aconsejable, agrupar los datos en intervalos y hacer
un recuento de las observaciones que caen dentro de cada uno de ellos. En el caso de las
estaturas se podria agrupar los datos segun el siguiente criterio.

FEstaturas
[1.40 —1.60] ]1.60—1.70] ]1.70—1.80] ]1.80—2,00] 12,00 —2,10]

No cabe duda de que tomar como unidad de estudio el intervalo y no cada uno de
los valores de la variable nos va a suponer una simplificacién en nuestro trabajo, pero
desgraciadamente también una pérdida de informacion. Hemos de elegir un niimero de
intervalos que equilibre estos dos aspectos.

Definicion 2.9 Definimos la marca de clase como el punto medio de cada intervalo. Es
decir, el valor que nos representa la informacion que contiene un intervalo.

A la diferencia entre el extremo superior y el extremo inferior de cada intervalo la
llamaremos amplitud del intervalo.

Se entiende que cuando hacemos una agrupacion en intervalos, para nosotros solamente
cuenta el nimero de observaciones que caen dentro del mismo y no la distribucién (o
colocacién) en su interior. En otras palabras, nosotros suponemos que la distribucién de
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estos valores en el intervalo es homogénea. De ahi la pérdida de informacién a la que
antes se aludia.

La eleccion de intervalos, tanto en nimero como en amplitud, es algo subjetivo del
investigador y no se encuentra sometido a ninguna norma rigida, sino que habra de
analizarse en cada caso.

Tabla de frecuencias de una variable agrupada en intervalos

Intervalos | Marcas de clase z; n; f; N; F;
ag — ap x1 ni fi N1 Fi
ai — az T2 ny  fo No Fh
as — ag x3 ny f3 N3 Fj

a1 —aq x n fi N F

2.3 REPRESENTACIONES GRAFICAS DE CARACTERES CUANTITATIVOS

En esta seccién se describen los graficos tipicos que se usan para la representacion de
caracteres cuantitativos, ademas, se explica como realizar estos graficos. Sin embargo,
se recomienda usar algin software informéatico para generarlos. Todos lo graficos que
aparecen en este capitulo se han realizado con Matlab ©. En el capitulo 11 se explica
cémo hacerlos.

e Diagrama de barras

Esta representacién es valida para las frecuencias de una variable discreta.

Se colocan en abscisas los distintos valores de una variable y sobre cada uno de
ellos se levanta una linea perpendicular, cuya altura es la frecuencia (absoluta o
relativa) de dicho valor. Asi obtenemos un conjunto de barras verticales cuya suma
de longitudes debe ser NV o 1, dependiendo de si las frecuencias representadas son
absolutas o relativas. (Figura 2.1)

Frecuencia absoluta Frecuenciarelativa

Figura 2.1: Diagramas de barras.
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+ Histograma
Para las variables estadisticas agrupadas en intervalos vamos a representar las
frecuencias mediante areas.

40

Figura 2.2: Histogramas. En de la izquierda todas las clases tienen la misma amplitud, la altura
de cada clase es proporcional a la frecuencia absoluta. En el de la derecha, el drea es
proporcional a la frecuencia.

Un histograma se obtiene levantando sobre cada intervalo de clase un rectangulo
cuya area sea igual a la frecuencia del mismo. En general cada rectangulo tiene la
misma anchura, por lo que la altura de cada barra es proporcional a la frecuencia
correspondiente, ya sea relativa o absoluta. En algunos casos las clases son de
anchura no constante, en este caso la altura correspondiente a cada rectangulo que
habra que levantar sobre el eje de ordenadas serd el cociente entre el area y la base
del mismo (amplitud del intervalo).

En la figura 2.2 se pueden observar los histogramas realizados sobre un conjunto de
100 datos, en de la izquierda todas las clases tienen la misma amplitud, mientras
que en el de la derecha la 1ltima clase tiene amplitud doble, por lo que la altura es
la mitad de la frecuencia absoluta de la clase.

Tanto los diagramas de barras como los histogramas pueden usarse también para
representar las frecuencias acumuladas. En la figura 2.3 se puede ver un diagrama
de barras de frecuencias acumuladas.

¢ Poligono de frecuencias

a) Si la variable es discreta, el poligono de frecuencias se obtiene uniendo los
extremos superiores de las barras en el diagrama de barras. En la figura 2.3) se
muestran los poligonos de frecuencia relativa y acumulada correspondiente a
una muestra de 20 elementos.

b) Si la variable estd agrupada en intervalos, el poligono de frecuencias se obtiene
uniendo los puntos medios de las bases superiores de cada rectangulo en el
histograma, ver Figura 2.7.

o Diagrama de cajas y bigotes o Box plot

Otra presentacion ttil para reflejar propiedades de una muestra es la grafica de
caja y extension o bigotes ( Montgomery y Runger, (Mexico, 2000)). Para generar
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Frecuencia absoluta F. absoluta acumulada

X X
i i

Figura 2.3: Poligono de frecuencias relativas y acumuladas de una muestra de 20 individuos.

I

Figura 2.4: Poligono de frecuencias usando un histograma.

este tipo de diagramas se necesita de ciertas definiciones que se van a dar en las
secciones 2.5 y 2.6

En concreto se representa una caja que tiene una arista sobre el primer cuartil
(percentil 25) y la otra arista sobre el tercer cuartil (percentil 75), es decir, la
longitud de la caja es el rango intercuartilico. Dentro de la caja se dibuja una linea,
situado sobre el segundo cuartil o mediana, que divide el rectangulo es dos partes.
Ademads de la caja se prolongan unas lineas o bigotes hasta los valores extremos,
siempre estas observaciones se encuentren entre el 0 y 1.5 veces el rango intercuartil.

Las observaciones que se encuentran entre 1.5 y 3 veces el rango intercuartil a
partir de las aristas del rectdngulo, se denominan wvalores atipicos y se representan
mediante puntos. A los que distan méas de 3 veces del rango intercuartil a partir
de las aristas de la caja son walores atipicos extremos y se suele usar un simbolo
distinto para representarlos.

A modo de ejemplo, la figura 2.5 representa el contenido en nicotina de los 40
cigarrillos de una muestra aleatoria recogidos en al siguiente tabla:

1.09 192 231 1.79 228 1.74 147 197 0.85 1.24
1.68 2.03 1.70 2.17 255 2.11 186 1.90 1.68 1.51
1.64 0.72 1.69 185 1.82 1.79 246 1.88 2.08 1.67
1.37 193 140 1.64 2.09 1.75 1.63 2.37 1.75 1.69
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Contenido en nicotina

0.8 1 1.2 1.4 16 1.8 2 22 24 2.6
Figura 2.5: Diagrama de caja y extensiones en el que se pude observar la presencia de valores

atipicos.

2.4 REPRESENTACIONES GRAFICAS DE CARACTERES CUALITATIVOS

Para representar datos cualitativos ademés de los ya mencionados diagramas de barras
se suelen usar los diagramas de sectores.

A modo de ejemplo se usara el recuento de las cifras de alumnos nuevos por grado de
Mondragon Unibertsitatea que se especifican en la tabla 2.1.

Tabla 2.1: Alumnos nuevos matriculados en grados técnicos de Mondragon Unibertsitatea en el

ano 2021.
Grado Num. alumnos nuevos
Disefio 131
Electrénica 50
Informaética 99
Mecéanica 132
Organizacién 96
Energia 48
Biomecanica 103
Ecotecnologia 12
Mecatrénica 188

¢ Diagrama de barras

Se representan en abscisas los distintos caracteres cualitativos y se levantan sobre
ellos rectangulos de bases iguales que no tienen por qué estar solapados y cuya
altura serd la correspondiente a la frecuencia absoluta de cada caracter.

¢ Diagramas de sectores
En un circulo se asigna un sector circular a cada uno de los caracteres cualitativos,
siendo la amplitud del sector proporcional a la frecuencia del caracter. Esto se
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consigue haciendo corresponder 360° a la suma de todas las frecuencias (N) de los
caracteres y hallando la correspondiente proporcionalidad.

200 . . . . . . . . .

180

160 Disefio Mecatronica

140

Electrénica
120

100 Ecotecnologia

30 Informatica
Biomecanica

60

40

Energia

20 Mecanica

Organizacion

o
@\e
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Figura 2.6: Diagrama de barras y de sectores correspondientes a los datos de la tabla 2.1.

2.5 MEDIDAS DE CENTRALIZACION

A veces es conveniente reducir la informacién obtenida a un solo valor o a un nimero
pequeno de valores para facilitar la comparacién entre distintas muestras o poblaciones.
Estos valores, que de alguna forma centralizan la informacién, reciben el nombre de
medidas de tendencia central.

En todas las definiciones que daremos supondremos que la variable estadistica X
toma los valores x1,xs ...,z con las frecuencias ny, no, ... ng, respectivamente.

Definicién 2.10 Se llama media aritmética (X)

k
dowing ok
o TN+ Tang + - FTENE =1 _
X = i =N = vazfz
i=1
Naturalmente, si cada valor de la variable aparece una sola vez, x1, s, ..., T, entonces
el denominador sera k i
2T
X _a=1
k

Cuando los datos corresponden a una poblacién, se suele denotar el valor de la media
aritmética con la letra griega p.

Definicién 2.11 Se llama media geométrica (X¢)
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Definicién 2.12 Se llama media arménica (Xp)

] N
Xy=——r

k .
S

Este pardametro no esta definido si el valor 0 estd dentro de la muestra.
Para ver otras medias posibles y algunas de sus aplicaciones se puede consultar por
ejemplo Narvaiza et al., 2001a.

Definicién 2.13 Se llama mediana (M.) a la medida central que, puestos los valores de
la variable ordenados de forma creciente, deja igual ndmero de observaciones inferiores
que superiores a ella, es decir, es el valor de la muestra que cumple que por lo menos el
50% de los valores son menores o iguales que él y mayores iguales que él, en caso de que
haya dos niumeros que cumplan esta condicion se suele hacer la media aritmética entre
ellos.

Por ejemplo, si X = {1,3,7,10,15,22,36}, entonces la mediana es el valor 10.
Si hubiese un nimero par de valores, como, por ejemplo, X = {1, 3,5, 10, 21,27, 36,42},
entonces tomariamos como valor mediano la media aritmética de los dos centrales

10421
M, = 0+l 15,5
2
Definicién 2.14 La moda (M) es el valor de la variable que tiene mdzima frecuencia

absoluta.

La moda no tiene por qué ser unica; asi, si hay dos modas, la distribucién se llama
bimodal, si tres, trimodal, etc.

Cuando la variable viene agrupada en intervalos de clase, hablaremos de intervalo
modal. Este serd el intervalo que en su histograma le corresponda el rectangulo de mayor
area. En la figura 2.7 se indica la clase modal.

Definicion 2.15 Se definen los cuartiles como tres valores de la variable que dividen las
observaciones en cuatro partes iguales’ (Figura 2.8)

Por tanto la mediana es el segundo cuartil.

Dada la definicién dada para la mediana, ésta se generaliza a los cuartiles. Por ejemplo, para el primer
cuartil, tiene que haber el 25 y 75 % respectivamente en ambos lados de la lista, con el candidato incluido.
Montgomery y Runger, (Mexico, 2000)

11
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Figura 2.7: Determinacién grafica del intervalo modal.

|
T
I?/4 P2/4

|
T
I?5/4

Figura 2.8: Los cuartiles separan los datos en 4 intervalos con el mismo numero de elementos.

2.6 MEDIDAS DE DISPERSION

Las medidas de tendencia central reducen la informacién de una muestra a un solo valor,
pero, en algunos casos, éste estard mas préximo a la realidad de las observaciones que en
otros. Por ejemplo, consideremos las variables X e Y con sus respectivas frecuencias:

X n;
0 ) Y n;
00 1 499 1
0o 1 501 1
= — 0+500+1000 __ = — 4994501 __
7 = GE300+1000 — 50 g = 5% =500

En ambos casos la media aritmética es 500; pero la variable X estd mucho mas dispersa
que la Y, por lo que parece légico pensar que la representatividad de § es mayor que la de
Z. Las medidas de dispersién o concentracion nos van a cuantificar esa representatividad
de los valores centrales.

Definicion 2.16 Se llama recorrido o rango a la diferencia entre el mayor y el menor
de los valores que toma la variable.

R = max(X) — min(X)

Definicion 2.17 Si z1,x9,x3, ..., T, representa una muestra aleatoria de tamano N,
entonces la varianza de la muestra se define®

_ Y (@i 1)
§F === (1)

2 Quesada, Isidoro y Lopez, 2000, Spiegel, (Mexico, 1998)
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A veces, ver por ejemplo, Walpole et al., 2012 o Troconiz, 1993, en el denominador de
(1), en lugar de N se pone N — 1, para N grandes esta diferencia es despreciable.

YN (2 — )
== (2)

El motivo de escoger SJQV—l es que éste es un estimador no sesgado de la varianza de
una variable aleatoria. Por otro lado con la definicién aqui dada, el método de calculo de
la varianza muestral y la de una variable aleatoria discreta coinciden (ver pag. 47) .

Es evidente que al ser S? una suma de cuadrados tomaré siempre valores positivos.

En el caso en que S? = 0 entendemos que todos los x; coinciden con la media X, es decir,
todas las observaciones estan concentradas en un mismo punto, por lo que la dispersién
es minima (nula).

Definicién 2.18 Llamaremos desviacion estandar de la muestra (S) a la raiz cuadrada
positiva de la varianza de la muestra

_ i (@i —2)
S—+\/§_\/N

Es importante notar que las unidades de S son las mismas que las de la variable
estadistica X. En el caso que la muestra X corresponda a una medida experimental se
suele usar S o 25 como estimador de la incertidumbre en esa medida.

Definicion 2.19 Llamaremos Coeficiente de variacién de Pearson

cCV. =

SR

740

Este pardmetro permite medir la dispersién de X en relacién al valor medio de X, lo
que en el caso de la interpreatcion de X como medida experimental da una idea de la
incertidumbre relativa.

Otra medida de dispersién, algo menos usada que la anteriores es

Definicion 2.20 Desviacién media o desviacion estandar de una muestra

N -
N X -
py = Zi= X8 (3)

Definicién 2.21 Rango Intercuartilico es la distancia entre el cuartil 3 y el 1 (ver
definicion 2.15), corresponde a la longitud de la caja del diagrama de caja y extensiones
(figura 2.5)

IQR=q3—q (4)

13
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2.7 OTROS PARAMETROS ESTADISTICOS
2.7.1 Momentos

Definiciéon 2.22 Definimos el momento de orden r respecto al parametro c,a

> (zi—c)" ny
MT(C) == zT

En particular, nos interesaran dos casos:

o Momentos respecto al origen
Cuando ¢ = 0 se tienen los momentos respecto al origen

(zi—0)"ng  Xain
N N

ay =

o Momentos respecto a la media
En el caso en que ¢ = T tenemos los momentos respecto a la media o momentos
centrales

Citaremos algunos momentos particulares

Zx?nl Z(ml—i)om
ag = — N =1 mo = 'Lﬁ =1
i _ & — i — 0 _ (5)
ag=-—x—=1T my = ~ =37=0
as = L N mo = - ~ = 82

2.7.2 Medidas de asimetria y apuntamiento

Definicion 2.23 Diremos que una distribucion de frecuencias es simétrica cuando valores
de la variable equidistantes de un valor central tienen las mismas frecuencias.

Es importante destacar en este caso que & = My = M,. (Ver Figura 2.9)

Definicion 2.24 Se llaman Distribuciones asimétricas a aquellas distribuciones que no
son simétricas.

La asimetria puede presentarse a la derecha o a la izquierda.

o Asimetria a la derecha o positiva
Se caracteriza porque la grafica de las frecuencias presenta cola a la derecha, es
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120 T T T T T T T T T 250 T T T T T

200

150

100

50

Figura 2.9: Diagrama y histograma de un par de muestras con alta simetria.

decir, éstas descienden més lentamente por la derecha que por la izquierda, como se
puede ver en la Figura 2.10. Se verifica en este caso que & > M, > My.

o Asimetria a la izquierda o negativa
Se caracteriza porque la grafica presenta cola a la izquierda, es decir, las frecuencias
descienden maés lentamente por la izquierda que por la derecha.(ver Figura 2.10) Se
verifica que T < M, < M,.

Asimetria a la izquierda

Asimetria a la derecha
50 —— T — —— 50 — T T T T :

1 2 3 45 6 7 8 9 101112 13 14

Figura 2.10: Ejemplos de muestras asimétricas, a la izquierda variable discreta, a la derecha
variable continua.

Para cuantificar la asimetria observada en una gréafica se pueden definir una serie de
coeficientes.

15
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Definicion 2.25 FEl Coeficiente de asimetria de Pearson estd definido por

Ap >0 Asimetria a la derecha o positiva
Ap= —— A, =0 Simetria

Ap <0 Asimetria a la izquierda o negativa

Definicion 2.26 FEl Coeficiente de asimetria de Fisher se define de la forma

Ap >0 Asimetria a la derecha o positiva
m3
Ap = =) Arp =0 Simetria
Arp <0 Asimetria a la izquierda o negativa
Por otro lado, si observamos las graficas correspondientes a tres distribuciones X, Y,
Z, (ver Figura 2.11) vemos que, a pesar de que el area encerrada por ellas es la unidad,
presentan un “apuntamiento” distinto. En general,
“Bajo apuntamiento <= Gran aplastamiento.
Para cuantificar esta nocién se define la curtosis.

9

mesocurtica
leptocurtica
platictrtica

Figura 2.11: Graficas de funciones con distinta curtosis.

Definicion 2.27 Coeficiente de apuntamiento o curtosis nos indica cudl es el apunta-
miento de forma que la distribucion compardndola con la normal (o campana de Gauss)

my

92 = —
ol

ya que

g2 >3 Mads apuntamiento que la normal: leptocirtica
go = 3 Igual apuntamiento que la normal: mesocurtica

g2 <3 Menor apuntamiento que la normal: platicurtica.
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2.2

2.3

En la siguiente tabla se presentan la duracion, en minutos, de las ultimas interrupciones
en el flujo eléctrico de una empresa.

22 18 135 15 90 78 69 98 102
83 55 28 121 120 13 22 124 112
40 6 74 89 103 24 21 112 21

40 98 87 132 115 21 28 43 37
50 96 118 158 74 78 83 93 95

a) Realice un histograma con 7 columnas.
b

)

) Determina la distribucién de frecuencias relativas.
c¢) Realice un diagrama de caja y bigotes.
d) Indique la media, la mediana y la moda.

)

e) Calcule el rango, la desviacién tipica, el coeficiente de variacién de Pearson y el

IQR (Rango Intercuartilico).

Los siguientes datos representan la duraciéon de la vida, en segundos, de 50 moscas
de la fruta que se someten a un nuevo aerosol en un experimento de laboratorio
controlado.

1720109 23 13 1219 18 24
121469136 71013 7
16188 3332971011
137187104 2719168
710514151096 7 15

a) Realice un histograma con 8 columnas.
b) Determina la distribucién de frecuencias relativas.
c¢) Realice un diagrama de caja y bigotes.
d) Indique la media, la mediana y la moda.

)

Calcule el rango, la desviacion tipica, el coeficiente de variaciéon de Pearson y el
IQR.

[§]

Use los datos proporcionados con este ejemplar del fichero “motozaleak.xlsx” donde
se indica la edad de los motoristas que has sufrido heridas grabes en accidentes de
moto.

a) Importe los datos a Matlab.

b) Realice un diagrama de caja y bigotes.

c¢) Indique la media, la mediana, la moda, la varianza y la desviacién tipica.

17
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d) ;Para analizar si la edad es un factor importante a la hora de padecer heridas
grabes qué parametro es mas adecuado la media o la mediana?, ;porque?

2.4 Los datos proporcionados en el fichero “EstadisticaDescriptival.xlsx” indican en

2.5

numero de ciclos transcurridos en un ensayo de tracciéon con probetas de aluminio. El
ensayo consistié en someter a un esfuerzo alternante repetido de 21103 psi a 18 Hz.

a) Importe los datos a Matlab.

o

Divida los dato en clases y realice un histograma.

Q. o

Calcule la desviaciéon tipica, el coeficiente de variacién de Pearson y el IQR.
e
f

)

)

) Indique la media, la mediana y la moda.

)

) (Qué porcentaje de piezas se rompen antes de los 1700 ciclos?
)

JFExiste alguna evidencia de que una pieza? jsobrevivird mas alla de los 2000
ciclos? Justifique la respuesta.

Cargue los datos de los ficheros “datosl.xlsx” y “datos2.xlsx” y represente lo datos
en una misma ventana de Matlab. Comente las diferencias més relevantes entre los
conjuntos de datos, fijese en la simetria de las muestras.



TEORIA DE CONTEO

3.1 ANALISIS COMBINATORIO

Como veremos en el capitulo 4, cuando se calculan probabilidades, algunas veces se
necesita determinar el nimero de resultados posibles de un experimento aleatorio. En
esta seccidn se describirdan diversos métodos con ese propdsito.

La regla bésica, que se conoce como principio fundamental de conteo (ver por ejemplo
Navidi, 2006):

El principio fundamental del conteo:

Suponga que se pueden realizar k operaciones. Si hay n; maneras de realizar la primera
operacién y si para cada una de esas maneras hay no maneras de realizar la segunda
operacién y si para cada una de esas elecciones de esas maneras de realizar las dos
primeras operaciones hay ns maneras de realizar la tercera operacién y asi sucesivamente,
entonces el nimero total de maneras de realizar la secuencia de las k operaciones es
ning---Ng.

Usando este principio es facil demostrar la veracidad de las siguientes definiciones.

3.1.1 Variaciones

Definicion 3.1 Dado un conjunto de m elementos distintos, se llaman variaciones de
orden n de m elementos, a las agrupaciones de n elementos que se puedan formar,
conviniendo que dos grupos son distintos st difieren en algun elemento, o si teniendo los
mismos difieren en su orden de colocacién. El nimero de variaciones es

(6)

Ejercicio 3.1.1
En una carrera de 5000 m toman parte 12 corredores. ;De cudntas formas se
pueden repartir las medallas de oro, plata y bronce? Solucién: via 3

Ejercicio 3.1.2
Con los digitos 1, 3,5, 7y 9:

a) ;Cuantos nimeros hay de tres cifras?
b) ;Cuantos son miltiplos de cinco?

Solucién: a) V5 3, b) como debe terminar con 5, Vy2 +2-44 1.

3.2 VARIACIONES CON REPETICION

Definicion 3.2 Dado un conjunto de m elementos distintos, se llaman variaciones con
repeticién de orden n de m elementos, a las agrupaciones de n elementos que se puedan
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formar, conviniendo en considerar que cada elemento se puede repetir dentro de un grupo
y que dos grupos son distintos si difieren en algun elemento, o si teniendo los mismos
difieren en su orden de colocacion. El numero de variaciones con repeticion es

VRpn =m" (7)

Ejercicio 3.2.1
. Cuantos nimeros diferentes de cuatro cifras se pueden obtener con los digitos

3y 67 Entre estos ;{ Cuantos tienen dos cifras diferentes? ; Cuantos son mayores
que 50007
Solucién: VRa 4; VR2 4 —2; VRa 3

Ejercicio 3.2.2
Con las cifras 3, 5, y 8, {Cuantos ntimeros de 5 cifras se pueden obtener?
. Cudntos son mas pequenos que 600007 ;Y cudntos pares?
Solucién: VR35; 2VR34; VR34

3.3 PERMUTACIONES CON Y SIN REPETICION

Definicion 3.3 Las permutaciones son variaciones de n elementos tomadas de n enn

y en total hay
P, =n! (8)

permutaciones.
Las permutaciones sin repeticion son por tanto variaciones de n en grupos de n en n,
i.e.

P, =Vun (9)

Definicion 3.4 Dado un conjunto de n elementos entre los cuales hay n; iguales entre
si, de modo que Y. ;n; = n, se llaman Permutaciones con repeticién las distintas
ordenaciones que se pueden dar, y su numero es

n!

[Ti= ma!

prinz.np _
n

(10)

Ejercicio 3.3.1
. De cuantas formas se pueden introducir 6 postales diferentes en 6 sobres de
distintos colores, si en cada sobre s6lo se puede introducir una postal?

Solucién: Py

Ejercicio 3.3.2
;, Cuantos nimeros distintos se pueden obtener con las cifras del nimero 1114467
i Cudntas empiezan por 617

.2 1 !
Solucién: P63’2’ = %, PE’Q



3.4 COMBINACIONES

3.4 COMBINACIONES

Definicion 3.5 Dado un conjunto de m elementos distintos, se llaman combinaciones
de orden n de m elementos, a las agrupaciones de n elementos que se puedan formar,
conviniendo que dos grupos son distintos si difieren en algin elemento. El numero de
combinaciones es

m m/!
Con =\ | = Gyt )

Propiedades de los ntimeros combinatorios

m o m

n m-n

m m m-+1
° —+ —

n n—+1 n—+1

Ejercicio 3.4.1
Si se unen 5 vértices de un heptégono, jcuantos pentdgonos se pueden obtener?

Solucién: C7 5

Ejercicio 3.4.2
;,Cuantas diagonales hay en un hexagono?

Solucién: Cg 2 — 6

3.5 COMBINACIONES CON REPETICION

Definicion 3.6 Las combinaciones con repeticién son agrupaciones de n elementos,
iguales o distintos, que difieren uno de otro por contener al menos un elemento distinto.

En otras palabras, dados m elementos {a1, az, as, ...} distintos, debemos escoger grupos
de n elementos, teniendo en cuenta que un elemento de puede escoger més de una vez.

Para determinar de cuantas formas se puede hacer nos fijamos que podriamos describir
cada grupo de la siguiente forma: escribir los m elemento ordenadamente y escribir al
lado de cada elemento un asterisco por cada vez aparece en el grupo asi el grupo de 5
elementos {ai, ag,as,a4,as} corresponderia a

ai * ag * *x * agayq * a5ag...

de modo que podemos contar de cuantas maneras distintas podemos ordenar las a}s y
los %, como la a; siempre ocupa el mismo lugar no seria necesario colocarla de modo
que tenemos que ordenar un total de m — 1 4 n elementos. Como el orden de las as es
irrelevante y el de los * también concluimos que podemos realizar

_ —14n)!
CR, . — [ ™ 1+n | _ (m—14n) (12)
’ n (m—1)!n!
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Dada la argumentacién es evidente que

CR" = PRy

Ejercicio 3.5.1
iDe cuantas formas se pueden repartir 15 caramelos iguales entre 20 nifios, si
como maximo damos un caramelo a cada nino? ;y si se reparten de cualquier
forma?

Solucién: Ca,15; CR20,15

Ejercicio 3.5.2
;, Cudntos ntmeros menores de 1000 son tales que la suma de sus cifras es 97

Solucién: C'Ra g es equivalente a repartir 9 caramelos a tres chavales



3.5 COMBINACIONES CON REPETICION

Esq uema resuinen I

Teniendo en cuenta que hay m elementos que se agrupan de n en n

\J

R =m"

m,n

Importa
el orden?
Si No
Se
Se pueden d
repetir? pueden
repetir?
No Si No
3 elementos
n<m n=m repetidos
en la muestra
inicial
m! L ’ \J — \j ,
y o o=— P =n! e N m+n—1\_ (m+n=1)! m m!
mn ! PVt = = = = =
(m—=n)! " @, (m=1)!n! Cu n| (m=n)!n!

»
[T/

i
i=1

Figura 3.1: Se puede tener en cuenta la idea intuitiva que las combinaciones sirven para escoger

elementos (hacer subgrupos), la variaciones para contar subconjuntos y las permuta-
ciones para contar ordenaciones
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

Considere un c6digo binario con 4 bits (0 6 1) en cada palabra del cdigo. (p.e. 0110)

a) ;Cuantas palabras distintas hay? VRs 4

b) ;Cuédntas con exactamente 2 ceros? P22 = (s,
c¢) {Cudntas empiezan por cero? VR

d) Un cédigo binario de N bits se dice que es de relacién constante si en cada
palabra hay M de los N bits que son 1 y el resto son 0. ;Cuantas palabras
distintas se pueden hacer con N= 8 y M= 37pM.N-M _ ¢,

Entre los primeros 1000 ntimeros, jen cuantos es 9 la suma de sus cifras?

SoluciénTengo tres cajas y tengo que rellenarlas con 9 bolas idénticas con lo que el total de nimeros seria:

CR39 = ( 12 > =55
9

Otro método seria codificar los nimeros del modo siguiente:

441 — 11110111101

de modo que lo que nos piden es el conjunto de ntimeros que se pueden formar ordenando 9 unos y 2 ceros

Py 2 =55

;,Cuantos nimeros de cuatro cifras distintas se pueden formar con los nimeros
1,2,3,4,5,67 Calcular la suma de todos ellos.

Solucién Vs 4 = 360 cada nimero ocupa una posicién Vs 3 = 60 de modo que 60(1 +2+3+4+5+6) = 1260
y por tanto 1260(1 + 10 + 100 + 1000) = 1399860

Hallar la suma de los niimeros enteros de seis cifras que pueden formarse utilizando
las cifras 2,5,7 de modo que cada nimero contenga una vez la cifra 2, tres veces la
cifra 5 y dos veces la cifra 7.

Solucién En total hay Pi 32 = 60 nimeros distintos el nimero 2 ocupa una posicién P> 3 = 10 veces, el
7 P31 =20yel5 P22 = 30 por tanto hay 20-7+10-2+ 30-5 = 310 de modo que la suma total es
310(1 + 10 + 100 + 1000 + 10000) = 34444410

Una red rectangular consta de 9 x 6 nodos, se quiere mandar un mensaje des de
el primer nodo (1,1) al dltimo (9,6). {De cudntas maneras puede recorrer la red
utilizando un recorrido minimo?

Solucién Para contar las posibles rutas basta con codificar el camino, por ejemplo anotando con una A
cuando hay que ir hacia arriba y D hacia la derecha, de modo que una ruta seria (AAAAAAAADDDDDD)
y otra podria ser (AAAADDDAAADDAD) de modo que cada ruta es una lista de 8A y 5D, asi que habra
Pg 5 rutas posibles.

Otro modo de codificar una ruta es indicando el nimero de fila en que esta el nodo donde gira a la derecha,

as{ la primera ruta del ejemplo anterior seria (11111) y la segunda (55577) y otra podria ser (99999) asi que

se trata de C'Ry 5 rutas posibles



PROBABILIDAD

4.1 INTRODUCCION. CONCEPTOS BASICOS

En probabilidad se llama experimento aleatorio a aquél cuya idéntica repeticion genera
un conjunto de datos, sean cualitativos o cuantitativos, que puedan ser distintos.

Las leyes de la fisica clasica son deterministas, pero incluso en este caso, el resultado
de una experiencia o experimento puede dar lugar a distintos resultados debido a
imprecisiones en el proceso de medida, o a imprecisiones en la determinacién del estado
inicial. En el caso de la fisica cudntica se ha visto que sencillamente la naturaleza fisica
del experimento es tal, que el resultado del mismo es aleatorio. Por tanto, el estudio de la
leyes de la probabilidad incumbe a la totalidad de los experimentos fisicos. Por ejemplo,
es un experimento, lanzar una moneda al aire, o preguntar a unos votantes su intencién
de voto, o medir la resistencia de un conjunto de cables o ...

Definicion 4.1 Dado un experimento aleatorio, al conjunto de todos los resultados
posibles mutuamente excluyentes lo llamaremos espacio muestral ()

Hay acontecimientos de los que podemos decir si se han producido o no, a estos
acontecimientos los llamaremos sucesos aleatorios o sucesos.

Hay sucesos simples (que contienen un solo elemento de (), imposibles, seguros, ....
De otro modo,

Definicion 4.2 Un suceso es un subconjunto de () vacio o no.
Dados dos sucesos A, B C ()

¢ El suceso uniéon AU B es el conjunto de todos los elementos que estén en A o en B,
osea, x € AUB,siysllosi,x € Aoz € B.

o El suceso interseccién AN B es el conjunto de todos los elementos que estan en A y
en B, osea, t € ANB,siysblosi,r€ Ay z € B.

« El suceso complementario A es el conjunto de todos los elementos que no estdn en
A, osea, x € A, siysolosi, x ¢ A.

e Sedice que dos sucesos A, B son mutuamente excluyentes o disjuntos o incompatibles,
siysblosi, ANB =0

Propiedades

e Distributiva
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« Conmutativa

I
C

Teorema 4.1 Leyes de Morgan

I
N
vy

AUB
ANB

(13)
(14)

N
U

oy

A

4.2 DEFINICION CLASICA DE PROBABILIDAD

La probabilidad mide el grado de certeza de un evento al realizar un experimento aleatorio.
En generla este grado de certeza se expresa con un ntmero entre 0 y 1, o en algunos
casos entre 0% y 100 %, siendo 0 el grado de certeza de un suceso imposible y 1 el de un
SuCeso seguro.

En términos mds mateméticos, una probabilidad es una aplicacién P : P(Q) — [0, 1]
donde P(Q) es el conjunto de las partes de (). Para definir esta aplicacién hay varios
métodos:

« El primero debido, a Laplace (s.XVIII-XIX): La probabilidad asociada a un suceso
A es el cociente entre los casos favorables y los posibles, siempre que todos los casos
sean equiprobables.

o Definicién estadistica: P(A) = lim,— o n(a)

o Probabilidad geométrica: Dado B C A = P(B) = S(B)

En los siguientes ejercicios se usaran las distintas definiciones para determinar la
probabilidad de un suceso, pero las tres definiciones tienen sus pros y sus contras y
ninguna es aplicable en todos los casos.

La definicién de Laplace es una definiciéon tramposa en el sentido que incluye en la
misma la palabra equiprobable, y a priori, no podemos decir si dos resultados tienen la
misma probabilidad sin haberla definido antes.

Ejercicio 4.2.1
Usa la definiciéon de Laplace para calcular la probabilidad de los siguientes
sucesos:
1. Que al tirar un dado equilibrado el resultado sea par.
Solucién: C.P. = C1 C.F. C31 = P=1
2. Que al tirar dos dados equilibrados
a) El resultado de la suma sea 2.

b) El resultado de la suma sea 7.

Solucién: C.P. = VRg2 a) C.F.=1; P= 35 b) CF.=6 P =



4.3 DEFINICION AXIOMATICA DE LA PROBABILIDAD

Ejercicio 4.2.2
Usa la definiciéon de Laplace para calcular la probabilidad de los siguientes
sucesos: Que en una partida de Mus te toquen tres reyes y un As

a) Si se juega a 4 reyes.
b) Se juega a 8 reyes.

Solucién: C.P. = Cyp4 a) C.F.= Ca3-Ca1 P = gios b) C.F. = Cg3-Cs

La para aplicar la definicién estadistica habria que realizar el experimento aleatorio
infinitas veces, lo que lo hace inviable, sin embargo, si el experimento se realiza un nimero
“suficiente” de veces se suele asumir que la frecuencia relativa es la probabilidad.

Ejercicio 4.2.3
Realice experimento aleatorio lanzar una moneda al aire varias veces y vaya
apuntando la frecuencia relativa del suceso cara. ;Tiende el resultado a 0.5
que es lo que daria con la definicién de Laplace?

Ejercicio 4.2.4
Realice experimento aleatorio lanzar una chincheta al aire varias veces y vaya
apuntando la frecuencia relativa del suceso la punta en el aire. jtiene sentido
en este caso usar la definicién de Laplace?

A pesar de que esta definiciéon pueda parecer un poco extraina, como veremos en el
capitulo 5, esta definicion es mucho méas usada de lo que cabe esperar.

Ejercicio 4.2.5
[Problema del encuentro] Dos personas han decidido encontrase entre las 12
y la 13, pero el primero que llegue sélo se va a esperar 20 min. Cual es la
probabilidad de encontrarse?

Solucién
A
Si x; hora de llegada de A;, enonces = |z1 — 22| < 20 6
0>x; > 60
xo < x1 + 20
x9 > x1 — 20
20
200 5
P(B)=—=-
360 9 »

20 60

4.3 DEFINICION AXIOMATICA DE LA PROBABILIDAD

Debida a Kolomogorov (1933):
Una familia de conjuntos de Q), P(Q) finita, infinita numerable o no, es una o-algebra,
si y sélo si, satisface las propiedades:

i) @€ P(Q)
ii) SiAeP(Q) = AeP(Q)

27



28 PROBABILIDAD

iii) Si para toda sucesiéon Aj, As, ... numerable de conjuntos de P(Q)) =

Uaie P()

De iy ii se demuestra que Q) € P(Q). De ii y i se demuestra la o-dlgebra es también
cerrada bajo una iteracién numerable de intersecciones de subconjuntos de P(Q), i.e.,

NAi € P(Q)

Comentario 1 Si el espacio muestral Q) consta de n elementos entonces P(Q) puede
contener a lo sumo 2" elementos

DEMOSTRACION:
Card(P(Q2)) =) Cpi=(1+1)"

Ejercicio 4.3.1
Con el conjunto Q) = {a, e, i,0,u}. Compruébese

a) Que el conjunto de partes
A: {®7 (6)7 (a/77')7 (07u)7 (a7€7i70’u)7 (0’77;707’1’1’)7 (6707u)7 (a’?e?Z)}

es o-algebra

b) Que el conjunto de partes

B:{Q’ (6)’ (avi)v (Ovu)’ (a,e,i,o,u), (6707u)a (a,e,i)}
no es o-algebra

Definicién 4.3 Al par (O, P(Q)), donde Q) es el conjunto de resultados posibles y P ()
es una o-dlgebra sobre Q), se llama espacio medible (measurable en inglés), o espacio
probabilizable.

Definicién 4.4 Dada una o-algebra P(Q), la funcién P : P(Q)) — [0,1] es una proba-
bilidad si cumple

[ YweP(Q) Pw) >0
2 P(Q) =1

3 Si Ay, Ao, ... es un conjunto de sucesos mutuamente excluyentes dos a dos, entonces
P <U Ai> => P(4))
i i

Propiedades:
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« P(A)=1-P(A)

SiAcB = P(A)<P(B)
o P(U;A;) <3, P(4;), en particular

P(AUB)=P(A)+ P(B)—-P(ANB)

Como se ha comentado en la seccién 4.2, para asignar el valor a P(A) a menudo se
sigue el criterio de Laplace!, o sea, si Q) estd formada por n sucesos elementales se asume
que son equiprobables de modo que P(A4;) = % Otras veces, sin embargo, esta asignacion
se hace en virtud al conocimiento histérico de los resultados del experimento aleatorio,
es decir, segtin la definicién estadistica?.

Otras muchas veces, el criterio que se usa es el geométrico, ya que en definitiva esto
es lo que se hace cuando se define funcién distribucién de probabilidad de una variable
aleatoria continua (Definicién 5.4)

Ejercicio 4.3.2
Se lanza dos veces una moneda, ;cudl es la probabilidad de que ocurra al
menos una cara?
Q = {cc, cx, zc, zx} que son un total de V Ry 2 = 4 sucesos posibles, éstos son equiprobables

con P = i, de modo que P{ccUcxUzc} = 3- i, o de otro modo como de casos favorables hay 3

Ejercicio 4.3.3
Las consultas que se reciben en el servicio de atenciéon al cliente de una
compania de telefonia, se pueden clasificar segtin sean habladas (H) si alguien
ha llamado al teléfono de atencién al cliente, o de datos (D), en caso de
consultas por email. También se pueden clasificar segin sean largas(L), si dar
una respuesta cuesta mas de 3 minutos, o cortas (C). La compaiiia nos da el
siguiente modelo de probabilidades: P(H) = 0.7, P(L) = 0.6, P(HL) = 0.35.
Calcular las siguientes probabilidades:
P(DL); P(DUL); P(HC); P(HUL); P(HUD); P(LC)
Solucién: 0.25,0.65,0.35,0.95,1,0
Ejercicio 4.3.4
En una urna hay 8 bolas negras y 7 bolas blancas.
1. Si extraemos una bola, ;Cudl es la probabilidad de que sea blanca?
2. Si extraemos dos bolas, ;Cual es la probabilidad de que sean blancas?

3. Si extraemos dos bolas, ;Cual es la probabilidad de al menos una sea
blanca?

4. Si extraemos dos bolas con reposicion, ;Cudl es la probabilidad de que

sean blancas?

Cs2 VRg2
Ci5,2" VRi5,2

7 Cr2 1) —

1 Como en los ejemplos 4.3.2 0 4.3.5
2 Como en los ejemplos 4.3.3 0 4.3.6

29
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Ejercicio 4.3.5
Se tiran dos dados.

1. ;Cuél es la probabilidad de que el resultado sean dos unos?

2. ;Cudl es la probabilidad de que el resultado sean un uno y un dos?
3. ;Cual es la probabilidad de que el resultado sea par?
4

. ,Cudl es la probabilidad de que siendo par el resultado, la suma sea 87
2 1

Ejercicio 4.3.6
Una empresa desea lanzar un producto nuevo al mercado, pero antes desea
que sean evaluados por dos potenciales clientes, con base en datos histéricos, y
teniendo en cuenta que los dos evaliian de manera independiente completar las
probabilidades asociadas a los eventos elementales y calcular la probabilidad
de que el segundo cliente apruebe el producto.

Cliente 1 Cliente 2 Probabilidad

Aprobado  Aprobado 0.04
Aprobado  Modificar 0.16
Modificar ~ Aprobado 0.16
Modificar =~ Modificar ?

Solucidn: : 0.64,0.20

Ejercicio 4.3.7
Dos bolsas, contienen 4 bola blancas y 6 negras. Se extraen 3 bolas de cada
bolsa, pero de la primera con reposicion y de la segunda sin reposicién.
Calcular la probabilidad de obtener 2 bolas blancas y una negra en alguna

de las bolsas.

s 52 PRo1VR42Ve 1
P(2bln con reposicién = A) = ————==—"=
( p ) V Ri0,3
Para el caso sin reposicién se puede hacer de distintas :
: sas _ PRoaVa2Ve1 _ 9436 _ C42C61 _ 3
P(2bln sin reposicién = B) = — s = 33558 = Cros = 10

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = P(A) + P(B) — P(A)P(B) = 2

= =
& o
Iy
=]
=
&
1)

Ejercicio 4.3.8
De una urna que contiene 2 bolas negras y una blanca se saca una bola con
reposicion. El juego se detiene si el jugador saca la bola blanca. Si saca negra
se introduce otra bola negra en la urna.
Calcular la probabilidad de sacar la bola blanca en el n-ésimo intento.

P(INN2NN---N(n=1)NOnB) = gl

Ejercicio 4.3.9
Calcular la probabilidad que de un grupo de 10 personas, se dé el suceso A:{al
menos 2 cumplan anos el mismo dia}. ;Y de un grupo de N personas?

P(A)=1-P(A), P(A) = V‘ggzNN N=10 = P=0117 N=40 = P =0.891




4.4 PROBABILIDAD CONDICIONAL

4.4 PROBABILIDAD CONDICIONAL

Definicion 4.5 Se llama probabilidad de un suceso A condicionada por B, suceso de
probabilidad no nula, al numero

P(A|B) = P(ANB)

“P(B) (15)

Definicién 4.6 Dos sucesos A y B son independientes si P(ANB) = P(A)P(B)

Ejercicio 4.4.1

Las consultas que se reciben un operario del servicio de atencién al cliente de
una compaifia de telefonia se analizan en grupos de tres, se pueden clasificar
segin sean habladas (H) si alguien ha llamado al teléfono de atencién al cliente,
o de datos (D), en caso de consultas por email. Cada grupo esta formado por
tres letras (asi HHH, corresponde a tres llamadas habladas).

Se comprueba que los grupos HHH y DDD se dan con una probabilidad 0.2,
mientras que el resto de posibilidades son equiprobables. Considerar los sucesos
que cuenta el nimero llamadas habladas en cada grupo (N =14, i=1...3).

Calcular:

P(HDH); P(N=2); P(N>1); P(HHD|N =2)
P(DDH|N=2); P(N=2|N>1); P(N>1|N=2)

Solucién: 0.1,0.3,0.8, 3,0, 2,1

Definicién 4.7 Una coleccion {A;} de sucesos no nulos disjuntos, es una particion de
QO siU;A; = Q.

Teorema 4.2 (Probabilidad total) Dada una coleccion {A;} de sucesos disjuntos

arbitrarios tales que
P(Ai) #0 Y B C U;A;

Probabilidad

1.2

1r D
& oSS puiil

0.8

06

0.4 r

021

40 50 60 70 80

Figura 4.1: Probabilidad de que al menos dos personas de un grupo de N cumplan anos el mismo
dia.
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Entonces
n

P(B) =) P(B|Ai)P(A)

=1

Ejercicio 4.4.2
En una cadena de produccién se tienen tres maquinas Ay, Ao, A3 que fabrican
un mismo articulo H a un ritmo de 64, 56, 40 por hora respectivamente. El
80% de A1, 90% de As y 96 % de las piezas producidas por Az responden
satisfactoriamente en un banco de pruebas. Si al término de la jornada ponemos
a prueba un articulo elegido al azar ;cudl es la probabilidad de que responda

satisfactoriamente?
Solucién: P(A1) = 0.4 P(A) =0.35 P(A3z)=0.25

P(S) = Z?:l P(S| A;)P(A;) =0.875

Ejercicio 4.4.3
Se tienen dos bolsas V', W conteniendo la bolsa V' 5 bolas blancas y 3 bolas
negras, mientras que la bolsa W contiene 3 bolas blancas y 4 bolas negras. Se
extrae en primer lugar una bola al azar de la bolsa V' y tras anotar su color
se le introduce en la otra bolsa W. Luego se extrae al azar una segunda bola
pero esta vez puede ser de la bolsa V' (si la primera bola extraida fue negra).
i, Cudl es la probabilidad de que la segunda bola extraida sea blanca?

Solucién: P(2B) = P(2B | 1B)P(1B) + P(2B | IN)P(1N) = %

Ejercicio 4.4.4
Se tienen dos bolsas V', W conteniendo la bolsa V' 9 bolas blancas y una negra
mientras que la bolsa W contiene 8 bolas blancas. Se efectiian dos operaciones
consecutivas consistiendo la primera en tomar al azar 4 bolas de la bolsa V' y
pasarlas a la W, y la segunda en tomar al azar 4 bolas de la W y pasarlas a la
V. iCual es la probabilidad de que tras la segunda operacion la bola negra

figure en la bolsa V7

11

Solucién: P = =
2

Teorema 4.3 (de Bayes) Dada una coleccion {A;} de sucesos disjuntos arbitrarios

tales que
Entonces
P(B | A;)P(A) P(B | A;)P(A;)
Wil B) = S p(B | 4 p(A) P(B)

Ejercicio 4.4.5
Dado el enunciado del ejercicio 4.4.2 calcular la probabilidad que siendo H
defectuoso éste haya sido confeccionado por la maquina Aj.
Solucién: 0.64

Ejercicio 4.4.6
En cierta poblacion el 70 % de los habitantes son blancos, el 25 % negros, y el
5 % amarillos. E1 70 % de los blancos son catdlicos, el 60 % de los negros también
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y el 10 % de los amarillos también son catdlicos. Calcular la probabilidad de
que:

a) una persona de esa poblacién tomada al azar sea catélica.
b) un catélico sea blanco.

Solucién: a)0.645 b)0.7597

Ejercicio 4.4.7
Una compania de transporte cubre tres lineas, de forma que el 50 %, 30% y
20 %, respectivamente de sus camiones trabajan en la linea 1, en la 2 y en la 3.
Se sabe que la probabilidad de que un camién esté averiado es del 3% en la
primera linea, del 4 % en la segunda y del 1% en la tercera. Calcular:

a) La probabilidad de que un dia un camién esté averiado.

b) Sabiendo que un camién estd averiado, la probabilidad de que sea de la
segunda linea.

Solucién: a)0.029 b) 0.4138

Ejercicio 4.4.8
Un fabricante realiza una encuesta entre 1000 televidentes con los siguientes
resultados: niimero de los que ven su anuncio 200; ntimero de los que ven su
anuncio y compran el producto 50; ntimero de los que compran el producto
sin ver el anuncio 20. ;Cuél es la probabilidad de que una persona que vea el
anuncio compre el producto? ;Cudl es la probabilidad de que una persona que
compre el producto haya visto el anuncio?

Solucién: P(v) = 55, P(C|V) =1, P(C|V)=4, P(C|V)=

i
Ejercicio 4.4.9
Un tirador con arco suele dar en el centro de la diana 1 de cada 3 flechas.
En el préximo campeonato tiene 6 oportunidades para acertar 2 veces y asi
clasificarse. Cudl es la probabilidad de que se clasifique. Si se ha clasificado,
jcudl es la probabilidad de que lo haga con la 3* flecha?
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

4.1

4.2

4.3

4.4

Lanzamos dos dados al aire. Calcular las probabilidades de los siguientes sucesos:

A: La suma de las cifras es 7

: La suma de las cifras es 4 o 5.

: La suma de las cifras es < 10.

: Las dos cifras sean iguales

: La suma de las cifras es numero primo o par.
:AUB

:BUD

Q- @m0 aow

Solucién: 1/6, 7/36, 11/12, 1/6, 19/36, 13/36, 1/3
En el juego de la bonoloto se seleccionan 6 niimeros del 1 al 49

a) ;Cudl es la probabilidad de acertar los 6 niimeros de la bonoloto?
b) ;Cuél es la probabilidad de acertar 5 de los 67

¢) ;Qué es més ficil acertar 2, acertar 1 o no acertar ninguno?
Solucién: 7.15-107%;1.84-1075;0.132;0.413; 0.436

El 12 % de las mujeres que acuden a un centro médico con molestias en los pechos
tiene tumor de mama. Uno de los andlisis que realizan los médicos para diagnosticarlo
da positivo en el 95% de las mujeres enfermas, pero también en el 5% de las sanas.

a) Se realiza el andlisis a una mujer con dolor de pecho y el resultado da positivo.
;,Cudl es la probabilidad de que tenga un tumor?

b) A otra mujer con dolor de pecho el andlisis le da negativo. ;Cuél es la probabilidad
de que no padezca la enfermedad?

Solucién: : 0.7215 ; 0.99287

Le pedimos a una persona que extraiga una bola de una urna que contiene 15 bolas

negras y 15 blancas. ;Cudl es la probabilidad de que saque una blanca?

Las bolas del anterior apartado las repartimos en 3 urnas diferentes. En la primera
metemos 2 negras y 4 blancas, en la segunda 3 negras y 6 blancas y en la tercera las
bolas que faltan. Después le pedimos a una persona que saque una bola de la urna
que quiera. ;Cudl es la probabilidad de que sea blanca?

Solucién: % ;5/9

4.5 -Lanzando dos dados al aire queremos obtener 8 puntos la primera vez y 9 la segunda.

Calcular:

a) La probabilidad de acertar las dos.
b) La probabilidad de acertar alguna de las dos.

Solucién: 5/324; 19/81
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4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

4.12

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

En una bolsa tenemos 4 monedas normales y 5 especiales (los dos lados son caras).

Sacamos una moneda de la bolsa, la lanzamos 3 veces y obtenemos 3 caras. ;Cudl es
la probabilidad de que la moneda sea especial?

Solucién: 10/11

En una cadena de produccién tenemos tres maquinas A, B y C que fabrican 60,
50 y 42 articulos por hora, respectivamente. Sabemos que el 70 % de los articulos
producidos por A, el 80 % de B y el 85% de C son aceptables. Al finalizar un dia de
trabajo se escoge un articulo al azar. ;Cudl es la probabilidad de que sea aceptable?

Solucién: 0.77434

Un fabricante realiza una encuesta entre 1000 televidentes con los siguientes resultados:
200 ven su anuncio; 50 ven su anuncio y compran el producto 50; 20 compran el
producto sin ver su anuncio 20. ;Cudl es la probabilidad de que una persona que vea
el anuncio compre el producto? ;Cudl es la probabilidad de que una persona que
compre el producto haya visto el anuncio?

Solucién: i; 5/7

En una determinada carretera pasan 100 turismos y 20 camiones por hora de promedio.

Para los proximos 5 vehiculos que pasaran, jcuanto valen las probabilidades de los
siguientes sucesos?

E1l: Los 5 sean turismos.

E2: Por lo menos 3 sean turismos.

E3: 3 sean turismos.

E4: = E2N E3

E5: = E1 N E3

Solucién: 0.4019; 0.9645; 0.16075; 0.16075; 0

Para realizar una reparacién se necesitan dos piezas diferentes, A y B. Las piezas de
tipo A se encuentran en una caja, siendo el 10 % de ellas defectuosas, y las de tipo B
en otra caja con el 5% de defectuosas. Si se elige una pieza de cada tipo, jcudl es la
probabilidad de que aparezca alguna defectuosa?

Solucién: 0.145
Para realizar una reparacién se necesitan 5 piezas diferentes, A, B, C, D y E. De

cada tipo el 10, 9, 8, 7 y 6 %, respectivamente, son defectuosas. Si se elige una pieza
de cada tipo, jcudl es la probabilidad de que aparezca alguna defectuosa?

Solucién: 0.3413
Una urna contiene 5 bolas negras y 5 blancas y otra urna 7 negras y 3 blancas.

a) Si sacamos dos bolas de cada urna, con reemplazamiento, jcudl es la probabilidad
de obtener alguna blanca?

b) Si sacamos dos bolas de cada urna, sin reemplazamiento, ;cuél es la probabilidad
de obtener alguna blanca?
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4.13

4.14

4.15

4.16

4.17

c¢) Si sacamos una bola de la primera urna y dos de la segunda, sin reemplazamiento,
jcudl es la probabilidad de obtener una sola blanca?

Solucién: 351/400; 121/135;7/5

Un tirador con arco da en el centro de la diana una de cada cinco flechas. En el

proximo campeonato tendra 5 oportunidades para dar en el centro y asi clasificarse

para la siguiente fase.

a) ;Cudl es la probabilidad de que se clasifique para la siguiente fase?

b) En el caso de que se clasifique, jcuél es la probabilidad de que lo consiga con la
primera flecha?

Solucién: 0.6732; 0.297

Tenemos un lote de 10 piezas, 7 aceptables y 3 defectuosas. Elegimos 4 al azar.

a) ;Cudl es la probabilidad de que 3 sean defectuosas?
b
¢
d

)
) ;Cuél es la probabilidad de que solo haya una defectuosa?

) ;Cuél es la probabilidad de que haya menos de tres defectuosas?

) Si las dos primeras son aceptables, jcudl es la probabilidad de que no haya ninguna
defectuosa?

Solucién: 1/30; %; 29/30

En un sorteo de loteria se utilizan 5 bombos. Cada bombo tiene 10 bolas con una
cifra del 0 al 9, de modo que el menor ntimero que puede salir es el 00000 y el mayor
el 99999.

a) Calcular la probabilidad de que el nimero premiado tenga las 5 cifras iguales.
b) Calcular la probabilidad de que el nimero premiado tenga las 5 cifras distintas.

c¢) La persona A compra un billete que tiene las 5 cifras iguales, la persona B uno
con las 5 cifras distintas y la persona C uno con dos cifras iguales y las otras tres
diferentes. ;Quién tiene mas posibilidades de llevarse el premio?

Solucién: 10~4;0.3024;10°

Si elegimos 5 personas al azar, jcual es la probabilidad de que haya alguna coincidencia
en sus dias de cumpleanos (que dos al menos cumplan los anos el mismo dia)?
Solucién: 0,02714

El 30 % de las piezas de un paquete y el 70 % de otro son defectuosas. Elegimos un
paquete al azar y extraemos 10 piezas con reemplazamiento, obteniendo el siguiente

resultado: +-++-+-+-+ (+: aceptable, -: defectuosa). ;Cuél es la probabilidad de
que las piezas hayan sido extraidas del primer paquete?

Solucién: 49/58



4.18

4.19

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Una impresora es capaz de producir 18 impulsos eléctricos diferentes (I1, 12,...118)
relacionados con 18 letras o simbolos graficos (L1, L2,... L18), de tal modo que el
impulso Ik provoca la impresién del simbolo Lk siempre que no haya fallo, o, en caso
de fallo, cualquiera de los otros 17 simbolos y todos con la misma probabilidad. La
probabilidad de que un impulso falle es 0,12. Se pulsa el mismo impulso dos veces
seguidas y la méquina imprime dos veces el simbolo L5. ;Cudl es la probabilidad de
que el impulso haya sido el 157

Solucién: 0.9989073
Un lote de 40 piezas contiene 8 defectuosas. Si se analizan todas las piezas una a

una, calcular la probabilidad del siguiente suceso: “la 13* pieza analizada es la tltima
defectuosa’.

Solucién: 1.02-10~°
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51 MOTIVACION

En este capitulo y en los siguientes se van a definir conceptos béasicos de la teoria de la
probabilidad y la estadistica, ideas fundamentales como el concepto de variable aleatoria,
funcién densidad de probabilidad, valor esperado o esperanza matematica. Es cierto que
estos conceptos requieren de cierta capacidad de abstraccién y que para desarrollarlos
y comprenderlos correctamente también son necesarios manejar con soltura elementos
basicos del calculo diferencial e integral, asi como nociones del calculo de series numérica.

Estos conceptos son esenciales para el desarrollo de un sinfin de disciplinas cientificas,
no en vano, es imprescindible manejarlos para poder introducirse en el mundo de la
fisica cudntica, disciplina fundamental para el desarrollo de casi toda la tecnologia del
siglo XX y XXI, Rovelli, 2021, pero también lo son para poder comprender la base
de las nuevas disciplinas en manejo de datos como lo son la inteligencia artificial y en
concreto el “deep learning”, Mitchell et al., 1997. Por supuesto lo son también para el
desarrollo de disciplinas propias de la telecomunicacién como lo es la teoria de los procesos
estocasticos y candenas de Markov, Ross, 1996. En un plano més ingenieril, se pude decir
que es imprescindible conocer los conceptos que se introducirdn en este capitulo y las
principales distribuciones de probabilidad descritas someramente en los capitulos 6 y 7
para poder calcular y reportar correctamente las incertidumbres de cualquier proceso de
medida experimental, Taylor, 1997. En los capitulos 9 y 10 se usan estas mismas nociones
para introducirse en el mundo de la toma de decisiones y en el de la comunicacion de
datos estadisticos, pero esto no es mas que un primer paso en el mundo del diseno de
experimentos, tan 1til en el mundo de la investigacion y desarrollo como en el el mundo
empresarial, Gutiérrez Pulido y Vara Salazar, 2008.

5.2 VARIABLE ALEATORIA

Cuando se estudian experimentos aleatorios, a menudo, el lugar de interesarnos el resultado
obtenido se prefiere obtener un resultado numérico que lo identifique. Por ejemplo, en el
caso de un juego de azar, a menudo, en lugar de interesar el resultado del mismo nos
interesan las pérdidas o las ganancias obtenidas. Si se estudia tanto estadisticamente
como probabilisticamente el experimento aleatorio lanzar dos monedas al aire, puede
interesarnos identificar cada uno de los resultados posibles con un nimero.

Una manera de sistematizar las posibles salidas de un experimento aleatorio consiste
definir sobre él una variable aleatoria:

Definicion 5.1 Una funcion real definida en ()

X: O - R (16)
w — Xw)==z
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es una variable aleatorial si

o El conjunto {X <z} es un evento para cualquier valor de x:

VeeR 3 A={weQX(w)<z}eP(Q)

o La probabilidad de los eventos {X = oo} y {X = —o0} es 0

La segunda condicién no implica que X no pueda tomar los valores co o —oo, si no
que sencillamente que la probabilidad que los tome es nula.
Ejemplos

e Un sistema de comunicacion por voz de una empresa tiene 48 lineas externas. En
un determinado momento, se observa el sistema y algunas estdn ocupadas. Una
posible variable aleatoria seria X que denota el ntimero de lineas que estan en uso.
Rango=(0 ... 48)

e Se tira una moneda al aire tres veces, definimos la variable aleatoria X que indica el
nimero de caras. Rango = (0 ... 3)

o Una variable aleatoria mide el niimero de ciclos del reloj de un ordenador necesarios
para que realice un determinado célculo aritmético. Rango = (1 ... 00)

Las variables aleatorias cuyos tnicos valores posibles son 1 y 0 son indicadores de un
suceso y a veces reciben el nombre de variables de Bernoulli. Evidentemente sobre un
mismo espacio muestral se pueden definir varias variables aleatorias.

5.3 FUNCION DE DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD

Como A es un suceso tiene definida una probabilidad, de modo que podemos obtener la
probabilidad que una variable tome valores inferiores a x.

Definicion 5.2 Llamaremos funcién de distribucién de probabilidad de una variable
aleatoria X (w) a
Fx(z) = P{X <z} (17)

Propiedades:

o P{z1 <X <19} = Fx(x2) — Fx(x1)
« 0< Fy(z) <1

o Fx(z) es monétona creciente.

o Fx(z) es continua por la derecha.

IgmooFX(:c)zl lim  Fx(z) =0

T—r o0

! Ver por ejemplo Papoulis, 1991, Peebles, 2001



5.4 FUNCION DENSIDAD DE PROBABILIDAD

5.4 FUNCION DENSIDAD DE PROBABILIDAD

Definicion 5.3 Una variable aleatoria es discreta si toma wvalores discretos, o sea, si
toma valores {x1, 2, ...Tn, ...} finitos o infinito numerable.

A cada valor de X se le puede asignar un suceso w y por lo tanto su correspondiente
probabilidad.
Se llama funcién densidad de probabilidad?

fx(z;) = P(X = ;)

De modo que en este caso

Fx(z) = Y fx(z)

r; <z
Propiedades
¢ 0< fx(w) <1

o Xifx(xi) =1
A modo de ejemplo consideraremos el siguiente experimento aleatorio. Se tira una

moneda trucada tal que P(c) = 2 y P(+) = £ al aire tres veces. Definimos la variable
aleatoria X que indica el nimero de caras.

a) Encuentra y dibuja la funcién densidad de probabilidad.

b) Encuentra y dibuja la funcién distribucién de probabilidad.

Esta claro que los valores relevantes de la variable aleatoria son {0, 1,2, 3}. La proba-
bilidad de cada una de estas posibilidades viene dada por la siguiente expresién

== () @) imon

donde siguiendo la notaciéon empleado por Matlab, 0:3 significa {0, 1, 2, 3}.

En la figura 5.1, podemos observar la representacién grafica de la funcién densidad de
probabilidad de X y la correspondiente funcién de distribucién de probabilidad.

Se puede apreciar que la funcién distribucién de probabilidad tiene 4 discontinuidades
de salto, siendo continua por la derecha en todos los puntos. Ademés, se puede observar
que efectivamente se trata de una funcién mondtona creciente.

Ejercicio 5.4.1

Un aparato electronico contiene tres componentes que funcionan de manera
independiente. La probabilidad de que el primer componente sea defectuoso
es de 0.1, 0.2 de que lo sea el segundo y la probabilidad que sea defectuoso
el tercero es de 0.1. Sea X el niimero de componentes defectuosos de uno de
estos dispositivos.

2 Algunos textos, por ejemplo Walpole et al., 2012, llaman a esta funcién funcién de masa de probabilidad,
y reservan el nombre de funciéon densidad de probabilidad para las variables aleatorias continuas, en este
texto se ha optado por usar un tinico nombre para los dos tipos de variables aleatorias.
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05 Funcion densidad de Probabilidad Funcion distribucién de Probabilidad
®
0.4 ] 1r '\
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Figura 5.1: Representacion grafica de las funciones densidad y distribucién de probabilidad de la
variable discreta.

;, Cuéles son los valores posibles de X7

Encuentra la funcién densidad de probabilidad de X.

)
)
¢) Encuentra la funcién de distribucién de probabilidad de X.
) ;Cudl es la probabilidad de que al menos un componente sea defectuoso?
)

;,Cudl es la probabilidad de que un dispositivo tenga menos de 2 compo-
nentes defectuosos?

f) (Cudnto es P(1.2 < X < 2.5)7
g) Encuentra la media y la desviacién estandar de X (ver seccion 5.6)

solucién: a)X = {0,1,2,3} b) Px(0) = 0.68, Px(1) = 0.306, Px(2) = 0.044, Px(3) =2-1073¢)
P(X >1)=1-F(0) = 0.352d) Fx (1) = 0.954¢) F(2)— F(1) = 0.044 f) £ = 0.4 22 = 0.5 02 =
0.34

Ejercicio 5.4.2
Un operador del servicio de atencién al cliente de una empresa contesta tanto
llamadas (1) como emails (e). Se sabe que la probabilidad contestar correc-
tamente una u otro es la misma (P(1)=P(e)). Nos fijamos en tres respuestas
satisfactorias. X denota el niimero de las que se han dado a llamadas, Y el
numero de las que se han dado a emails y R = XY.

a) Indica cual es el espacio muestral
b) Indica el Rango de las 3 v.a.
¢) dibuja la funcién densidad de probabilidad y la funcién distribucién de
cada una de las variables
solucién: a)Q = {lil, lle,lel, ell, lee, ele, eel, eee}; b) X = 0...3,Y = 0...3,R = {0,2}; «)
Px (0) = Py(3), Px(1) = 2 = Py(2), Px(2) = 2 = Py(1), Px(3) = = Py(0), Pr(0) =

1
8 8 8
2 —

ole I

Ejercicio 5.4.3
La variable aleatoria N tiene funciéon densidad

Pyl =q = T LE

0 en caso contrario



5.4 FUNCION DENSIDAD DE PROBABILIDAD

a) Cuanto vale c?
b) P(N =1)
c) P(N > 2)
d) P(N > 3)

Solucién: a)c= 2 b) P(N=1)=c ¢)P(N>2)=5 d)P(N>3)=0

Ejercicio 5.4.4

Una llamada de teléfono ocurre en un momento dado entre (0,1) min. En
este experimento el espacio muestral incluye todos los valores posibles entre
0 y 1, i supondremos que la probabilidad que la llamada se de entre ¢; y to
viene dada por

P{ti <t <t} =ta—t1
Sea X la v.a. que mide el momento en que se produce la llamada.
a) Calcular F(x), y representarla graficamente
b) Calcular la probabilidad que la llamada se produzca en el tltimo segundo.
c¢) calcular que la llamada se produzca exactamente en t = 0,5 min

solucién: a)F(z) =2 0<x<1; F(z)=0x<0; F(z)=1xz>1b)P=54&=FQ1)-F(2)

c¢)P(z =0,5) =0 = lime, o F(0,5+¢€) — F(0,5)

Definicion 5.4 Se dice que la variable aleatoria es continua si lo es también su funcion
de distribucion y existe una funcion f(x), llamada densidad de probabilidad, tal que para

todo nimero real x
= [ px(wyr (18)

En particular se dice que Fx(z) es absolutamente continua cuando es derivable, en cuyo

caso 0Fy (2)
Ix(z) = dx
Propiedades
e fx(z) >0

o 5 fx(a)de =1

Dada la definicién 5.2 de la funcién distribucién de probabilidad y la ecuacion (18) es
evidente que

Pla<X<b)= /b fx(z)de (19)

Es importante recalcar que, en el caso de variables continuas, la probabilidad de que
X tome un valor concreto dentro del dominio de definicién de la misma es 0, de modo
que, en general, para variables aleatorias continuas los simbolos < y > se pueden cambiar
por < y > con cierta ligereza.
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Definicién 5.5 Se llaman variables aleatorias mixtas®, las variables aleatorias cuya
funcion de distribucion es la suma de dos funciones, una discontinua tipo escalones y
otra continua.

Como en el caso de la variables aleatorias discretas, a modo de ejemplo vamos a
considerar que el error, en grados, de la temperatura de una reaccién quimica en un
experimento es una variable aleatoria continua X con funcién densidad

2

L —1<x<?2
fx(x) =1 ¢ -

0 en caso contrario

a) Encuentra c.
b) Calcula Fx(z).

¢) Calcula P(0 < X <1).

Efectivamente la funcion dada esta definida positiva, de modo que para determinar el
valor de ¢ se usa la segunda propiedad:

00 2 .2
1:/ fX(x)dx:/ Cp =2 o c=3

1 c c

Para calcular F'x (x) hay que rehacer la integral anterior, pero cambiando los limites,

/w 12 341
—dx =
13 9

Ccomo

es evidente que

0 < —1
Fx(r) = {2 1<z<2
1 r>1

Finalmente, para calcular la probabilidad de que el error en la medida de temperatura
sea entre 0 y 1 °C

P(0< X <1)=F(1) = F(0) = /01 f(@)dz =

O =

En la figura 5.2 se muestran las representaciones graficas de fx(x) y de Fx(z), asi

>

como la probabilidad del apartado c).

Se puede observar que en el caso de una variable continua la funcién densidad de
probabilidad puede tomar valores superiores a 1, pero a pesar de ello, la funcién Fx (z)
sigue estando acotada por 1, y es creciente.

Ejercicio 5.4.5
Calcula la funcién densidad de probabilidad del ejercicio 5.4.4.
solucién: f(z) =1z € (0,1) f(z) =0 else

3 Ver por ejemplo Yates y Goodman, 1999, Peebles, 2001
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Funcion densidad de Probabilidad Funcioén distribucién de Probabilidad

14

Figura 5.2: Representacion grafica de las funciones densidad y distribucién de probabilidad de la
variable continua.

Ejercicio 5.4.6
La vida 1til, en dias, para frascos de cierta medicina es una variable aleatoria
) b
que tiene funcién densidad

20000 x>0

0 en caso contrario

Encuentre la probabilidad de que un frasco de esta medicina tenga una vida
util de

a) al menos 200 dias.

b) cualquier duracién entre 50 y 200 dias.

c¢) Calcular la funcién distribucién.

x(xz+200)
(z+100)2

solucién: a)é b)% c) F(z) = z > 05

Ejercicio 5.4.7
Sea fx la funcién de densidad de una variable aleatoria continua X de recorrido
C = [0.5,b], con b > 0.5,y f(z) = N(22% — 5z — 12) para todo X € C,
siendo X = cte.
. Qué condiciones deben de cumplir las constantes X, b?
,Cudl es la funcién de distribucién de la variable aleatoria X7
solucién: a)como f(z) >0 = b<4y A<0,b) F(z) = )\(% — % — 12z — %)

5.5 DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS

Teniendo en cuenta la definicion 4.5

Definicion 5.6 Dada una v.a. X, la distribucién condicional de X dado B es

P{(X <z)nB}
P(B)

Fx(z|B) := P{X <z|B} = P(B)#0

Propiedades
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o Fx(—OO’B) =0 FX(OO‘B) =1

0< Fx(x|B) <1

Fx(IﬂB) < FX(x2|B) si x1 < a9

P{.%'l <X< $2’B)} = Fx(.%'ng) — FX(-%'IIB)
R Fx(z|B) = Fx(z0|B)

Si F(z|B) es diferenciable entonces se pude definir la funcién densidad de probabilidad

condicionada
dF(z|B)

flalB) = S

Ejercicio 5.5.1

ot

En el experimento aleatorio tirar un dado, sea X la v.a. que indica el valor de
la tirada.

a) Calcula la funcién densidad de probabilidad (distribucién uniforme discre-

ta).
b) Calcula F(z|z < 2).
solucién: a)f(z) = % z=1,...,6 f(z) = 0 else b)F(zlx < 2) = P(%gfm = 9“2//%) z =

1,2 F(z|z <2) =0else

5.6 ESPERANZA Y VARIANZA DE UNA V.A.

Definicién 5.7 Sea X una variable aleatoria con funcién densidad de probabilidad fx (x)
la esperanza* de X es

px = E(z) =) afx(x)

x

st X es discreta, y en el caso de que sea continua, como

o
px = E(z) :/ zfx(x)dx
—0o0
Esta definicién se puede generalizar:

Definicién 5.8 Se llama valor esperado, valor medio o esperanza de una funcion g(X)
a la cantidad®

a menudo nos referimos a la esperanza de X como media, o valor esperado de X
Este calculo puede hacerse de otra forma: podria calcularse primero la funcién densidad de probabilidad
de la nueva v.a. Y = g(X) y entonces usar la definicién 5.7.

Para ello habria que tener en cuenta que dada una variable aleatoria discreta X con funcién densidad
de probabilidad f(x), la variable Y, es tal que g(z) define una relacién biyectiva, (para todo valor y existe
un solo valor x tal que z = w(y)) y entonces la densidad de probabilidad (g(y)) de Y viene dada por

g(y) = f(w(y)) si X discreta

g(y) = p(w(y))|J]| si X continua

donde |J| = %’ es el jacobiano de la transformacion.
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<g(X)>=FE(g(X)) = /OO g(z) f(z)dz si X continua (20)

= f(zi)p(a;) si X discreta (21)

(2

Propiedades
El valor esperado es un operador lineal sobre una funciéon de una variable aleatoria,
ya que es facil de comprobar que

o E(aX+b)=aE(X)+Db

Definicién 5.9 Sea X una v.a. con funcién densidad de probabilidad fx(x) y media
wx, la varianza de X es

ok = E((z — px)*) =D _(x—pux)*f(z)
st X es discreta y
o =Bl px)?) = [ (o= px)*f(@)da

para X continua

Propiedades

o 0% = EB(a?) — 1%

2 _ 22
* Oax+b — @ 0x
De modo que la varianza no es un operador lineal.

Definicion 5.10 Se llama desviacién estandar a ox

El siguiente teorema y el correspondiente corolario sirven para ilustrar el significado
de la varianza y la desviacion estandar como herramienta para medir que tan parecidos
son los valores de X al de su media pux

Teorema 5.1 (Txebyshev) Si la varianza eziste y es finita, se verifica que para k > 0

0%
P(’X_MX‘ zk) S?
Corolario 5.1.1 La probabilidad que una v.a. tome un valor que se aleje de la media en
n veces la desviacion tipica puede acotarse por n—12

x

P(’X—M\ an) < n2

En cualquier proceso de medida experimental hay una cierta incertidumbre, de ahi
que a menudo se usen variables aleatorias para describir el resultado de una media. En
este contexto, los ingenieros y fisicos suelen usar el valor de la desviacién estandar de
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la medida como una primera aproximacién de la incertidumbre de la medida realizada.
Es mas en muchos casos, con el afin de ser méas exigentes con los resultados mostrados,
se suele multiplicar la desviacién estandar por un coeficiente, “cover factor” en inglés,
tipicamente 2 para ser usado como medida de incertidumbre expandida. Para méas detalles
consultar BIPM, LFCC y IUPAC, 1995

Los conceptos de media y varianza de una variable aleatoria se pueden generalizar.

Definicion 5.11 Se llaman momentos de X a los valores esperados de la potencias de X

En particular la esperanza (i) es el primer momento de X

Definicion 5.12 Se llaman momentos centrados de X a los valores esperados de las
potencias de (X — p)

En particular la varianza (o%)(ver la definicién 5.9) es el primer momento centrado de
X no nulo.

Ejercicio 5.6.1

Un individuo va a un casino y escoge dos fichas al azar de entre un conjunto
de 3 fichas de 1 €, 2 de 10 € y 3 de 20 €. Sea X la v.a. que indica los euros
que ha escogido

a) Calcular la funcién densidad de probabilidad.
b) Calcular la media.

wr =240 f(x)=222=11,30 f(z)=4 ==

20 f(z) =0 en cualquier otro punto.  b)E(z) = 22.78

solucién: a) Sin Repeticién: f(z) =

Ejercicio 5.6.2

Calcular la vida media del medicamento del ejercicio 5.4.6.

solucién: a)p = 100

Ejercicio 5.6.3

La longitud de ciertos tornillos en centimetros se distribuye segiin la funcién
de densidad
3(x—1)(3—x),siz € [1,3]

0, en otro caso

fz) =

a) Calcular la media y la varianza.

b) Si los tornillos son véalidos solo cuando su longitud estd entre 1’7 y 2’4,
calcular la probabilidad de que un tornillo sea valido.

2 _

solucién: a)u = 2, 02 = 2, b)P(1.7 < X <2.4) =0.50

1
5
5.7 FUNCION DE UNA VARIABLE ALEATORIA

Con frecuencia se hacen operaciones con varias variables aleatorias, o se definen funciones
cuyas variables son variables aleatorias. En general cuando esto pasa, las matemaéticas
necesarias se escapan un poco del nivel exigido en este texto, por lo que se ha optado por
incluirlos de manera muy somera en el capitulo 8, opcional. Sin embargo, en esta seccion



5.7 FUNCION DE UNA VARIABLE ALEATORIA

se dan algunas nociones y resultados para comprender ejemplos practicos interesantes de
manera mas o menos intuitiva. Algunos de los resultados aqui expuestos seran retomados
en el capitulo 9.

Empecemos indicando que Y = g(X), es una funcién de la variable aleatoria X, es
ella misma una variable aleatoria.

5.7.1 Funciones lineales de variables aleatorias

Un caso particular de funcién lineal es la funcién que resulta de sumar a una v. a.

una constante. La nueva v. a. serda Y = x 4+ A. El valor esperado de esta variable es
E(Y) = BE(X) + )\ y su varianza es 02 = 0%.

Si se multiplica una v.a. por una constante, la v. a. Y = AX tiene media y varianza
Wy = Mg, 032/ = )\203( respectivamente.

De modo que en general

Y = aX+b (22)
py = apx +b (23)
0¥ = d*o% oy = |alox (24)

Ejercicio 5.7.1

La longitud de ciertos tornillos en centimetros viene dada por la variable X de
media 4 y desviacién tipica o. Se define la variable Z = (X — u) /0. Calcular
la media y la varianza de Z.

solucién: =0, 02 =1

5.7.2 Combinaciones lineales de variables aleatorias

SiY = Y !'¢X; es una combinacién lineal de variables aleatorias entonces se pude
demostrar que

n
Y o= ) aX; (25)
i
n
Hny = Z CiXx; (26)
i
si ademas las n variables aleatorias son independientes, entonces
n
2 2 2
i

Es interesante considerar Z = X — Y, donde X e Y son variables aleatorias independientes,
en este caso

BX-y = HX — [y (28)
oy = ox+toy (29)
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Otro caso interesante es cuando Y es la suma de dos o méas variables aleatorias
idénticas e independientes, es decir, Y = X + X. En este caso, usando las ecuaciones (26)
y (27), es evidente que uy = 2ux y que 02 = 20%, sin embargo, no hay que confundir la
variable Y = X + X con la variable Yo = 2X, puesto que, a pesar de que ambas variables
tiene la misa media (2ux) tienen diferente varianza, pues 0}2/2 = 40% O sea, en el caso

de las variables aleatorias X 4+ X # 2X

Ejercicio 5.7.2

La suela de un tipo de zapatos se fabrica pegando cinco capas de distintos
colores pero de idénticos espesores. El espesor medio es de 2 mm y la desviacién
estandar de 0.5 mm.

a) Determine el espesor medio de la suela de los zapatos.
b) Determine la desviacién estdandar de este espesor.

Solucién: ¥ = X + X + X + X + X por tanto py =bdux =10 mm y oy = ,/0%, =+vbox ~ 1.1

mm)

Ejercicio 5.7.3

Un carnicero decide determinar el precio de los filetes multiplicando por 5 su
peso en gramos, de modo que, si un filete pesa 0.5 kg lo vende a 2.5 €. Los
filetes tienen un peso medio de 0.5 kg y una desviacion estandar de 0.05 kg.

a) Determine el valor medio de un filete.
b) Determine la desviacién estandar del mismo.

Solucidén: Y = 5X por tanto puy = dux = 2.5 €y oy = 4 /cr%, =box =~ 0.25 €)

5.7.3 Media y varianza de la media de una muestra

Como se verd con mas detalle en la seccion 9.2, cuando se toma una muestra aleatoria de
una poblacién dada, si esta es suficientemente extensa comparada con la muestra, cada
elemento de la muestra se puede tomar una variable aleatoria independiente y de igual
distribucién. En este caso

_ 1 &
X=—->» X 30
S o
de modo que usando (26)
px = Hx (31)
pero de la ecuacién (27),
1 1
2 2
, = — e = — 32
9x T X ox \/HUX (32)

5.7.4 Error en una medicion

Las ecuaciones (31) y (32) son de vital importancia en teorfa de errores y en la inter-
pretacion de los resultados de los procesos de medida realizados por lo cientificos e
ingenieros.
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En general cuando se quiere determinar una propiedad fisica es necesario realizar
una medida experimental, sin embargo, el resultada de esta media puede no darnos el
resultado exacto de la propiedad fisica medida.

Definicion 5.13 Se llama error absoluto de la medida, al valor absoluto de la diferencia
entre el valor medido y el valor real, y error relativo, al cociente entre el error absoluto y
el valor real.

En general se dice hay dos fuentes de errores experimentales, lo que se llama error
sistematico o de sesgo, y el error aleatorio.

El primero de ellos representa un error que se puede producir en todas las medidas,
normalmente causadas por algin problema en el método de medicién y esta relacionado
con la exactitud de la medida. Por ejemplo, imaginemos que queremos determinar
experimentalmente la temperatura de fusion del plomo que es de 327.5 °C, y que el
sistema de medida estd mal calibrado y sisteméaticamente da valores 5 °C por encima del
valor real, en este caso la seria poco exacta por tener un sesgo de 5 °C.

El segundo error, el aleatorio, es distinto en cada medicién y en promedio tiende a
anularse. Este error esta ligado a la falta de precisiéon en la medida, también llamado
incertidumbre de la medida.

Evidentemente cuando uno realiza una medida, en general, no sabe el valor de la real
que se desea medir, por lo que es muy dificil estimar el sesgo de una medida, normalmente
se hace, cuando es posible, utilizando distintos métodos de medida. Sin embargo, el error
aleatorio es facilmente tratable.

Para determinar una propiedad fisica hay que realizar de forma sistemética varias
medidas, para poder estimar el error aleatorio. En general se considera que cada medida
es una realizacién de una variable aleatoria, de modo que la media de la muestra (31)
coincide con el valor real si la medida es no sesgada, en el caso de conocerse el valor real,

Sesgo = ¢ — Valor real

Definicion 5.14 Por otro lado, la desviacion estandar de muestra se usa para medir la
incertidumbre de la media, y recibe el nombre de error estandar. De ahi que en general se
indique el resultado de una medicion como

px £ox

La ecuacién (32) demuestra que la incertidumbre en la medida decrece rdpidamente
con el nimero de medidas, de modo que el promedio de varias medidas tiene la misma
exactitud que cada una de las medidas realizadas pero es mucho mas preciso, pues su
incertidumbre se reduce en un factor y/n.

5.7.5  Funciones no lineales (opcional)

La funcién distribucién de la variable aleatoria Y = g(X), es

Fy(y) = Plw e Qlg(X(w)) < y)
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En el caso particular que para todo y la ecuacién g(z) = y tenga una solucién numerable
{z;}, y siempre que para cada una de estas soluciones ¢’'(x;) # 0, la funcién densidad de
probabilidad para Y de puede obtener, ver por ejemplo Proakis y Salehi, 2002, con

Ejercicio 5.7.4
En teorfa de la informacién se suele definir funcién I(X) = —log P(z) como
la auto-informacion del suceso X = z. El valor esperado de esta funcién recibe
el nombre de entropia de Shannon.

Calcular la entropia de Shannon de una variable de Bernoulli de probabilidad

p.
solucién: E(I(X)) = (p—1)log(1 —p) —plogp
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5.8 FUNCION CARACTERISTICA DE UNA VARIABLE ALEATORIA (OPCIONAL)

Definicién 5.15 Dada una variable aleatoria X se llama Funcién caracteristica® (px (t))
de X a la funcion

[ e®tp(x)dr i X continua

— ixt)
px(t) = B(e) = S € ip(zy) st X discreta 39
Esta funcién es muy util debido al teorema
Teorema 5.2 Dada una v.a. X con funcién caracteristica px(t) entonces
B(xr) = Ldex(®) (35)

T T N
Propiedades de ¢x(t)

o La funcién caracteristica “caracteriza” la variable X en el sentido que dos variables
con la misma ¢y (t) tienen la misma distribucién,

e La funcién caracteristica de la suma de dos variables aleatorias independientes es el
producto de las funciones caracteristicas.

px+v(t) = ox(t)py (1)

e Para cualquier variable aleatoria la funcién caracteristica existe, es continua y esta
acotada.

lox (1) < ox(0) =1

6 para el caso continuo, px (t) es la transformada de Fourier de p(z).
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

5.1

5.2

5.3

5.4

Una maquina fabrica ejes cuyos radios se distribuyen segin la siguiente funcién de
densidad: fx(z) = k(z—1)(3—=x) si 1 <2 < 3y 0 en el resto de los casos. La
variable X se mide en metros. Si el radio estd comprendido en el intervalo [1.20 ,
2.80] el eje se considera aceptable.

a) Determinar el valor de k.

b) Calcular la longitud media de los ejes fabricados y su desviacién estandar.

c¢) Calcular el tanto por ciento de ejes que serdn rechazados.
Solucién: a) k = 4/3; b) 2, v/5/5; ¢) 5.6 %

Sea la funcién
3 >
fx(w) = S T2
0 <3
a) (Para qué valores de a es funcién de densidad f(x)?

b) Calcular « para que la media de la variable aleatoria sea 6.
Solucién: a) o > 0; b) 2

Cierto tipo de componente estd empaquetado en lotes de cuatro. Sea X el niimero
de componentes que funcionan de modo adecuado en un lote elegido de manera
aleatoria. Suponga que la probabilidad de que exactamente x componentes funcionen
es proporcional a x; en otras palabras, suponga que la funcién de probabilidad de X
es dada por fx(z) donde k es una constante.

kx, »=1,2,3,4
fx(z) =

0, en otro caso

a) Determine el valor de la constante k para que fx(z) sea una funcién de densidad
de probabilidad.

Determine P(X = 2).

Determine la media del nimero de componentes que funcionan adecuadamente.

b
¢
d

[§]

Determine la varianza del niimero de componentes que funcionan adecuadamente.

~ ~— ~— —

Determine la probabilidad de que 4 funcionen correctamente si méas de 2 lo hacen.

Solucién: a) k = %; b)1/5; c) 3; d) 1, %

El grosor (en mm) de las tablas de madera producidas en una serrerfa tiene la
siguiente funcién de probabilidad:

Ix(z) = k(1—(x—-5)%), 4<z<6

0, En otro caso

Calcula:



9.5

5.6

5.7

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

a) El grosor medio de las tablas

b) La varianza

c) Cogemos 3 tablas de madera de manera aleatoria y se colocan una encima de la
otra. ;Cudl serd la media y la varianza de las 3 tablas apiladas?

Solucién: a) 4.62; b) 0.059; c¢) 3*a) 3*b)

El tiempo (en dias) de estancia en la UCI se puede aproximar por una variable
aleatoria con funcién de probabilidad:

k —
()= {7 TR

0, en caso contrario

a) Calcular el valor de la constante k.
b
c

d

Calcular la probabilidad de estar uno o dos dias en la UCI.

Calcular el tiempo medio de estancia en la UCI.

N — —

Calcular la varianza de esta variable aleatoria.
Solucién: a) k = 0.54; b) 1.64; c) 1.64; d) 0.59

10 bola negras y 5 blancas estan en un recipiente del que se extraen aleatoriamente
con reemplazamiento. Determinar las funciones densidad de probabilidad de las
siguientes variables aleatorias

a) X1: nimero de bolas blancas de 10 extracciones

b

C

)
) X5 nimero de extracciones hasta que sale la primera bola blanca

) X4 nimero de bolas negras antes de que salga la tercera blanca

d) X5 ndmero de bola blancas extraidas en 10 extracciones, pero ahora sin reempla-
zamiento.

Wl

Solucién: a) fx, (z) = ( 10 ) (
(o )(2)
10—z T
( 15 >
10

En una caja hay 10 piezas, 4 de ellas defectuosas y el resto buenas. Se realiza el
siguiente experimento aleatorio: sacar 5 piezas con reemplazamiento y seguidamente

)" (3) D @) = (3)7 S0 fxa o) = ( e ) (3)" )

?d) fX4 (x) =

sacar b piezas sin reemplazamiento. Sea X la variable aleatoria que mide el niimero
de piezas defectuosas sacadas. Calcular P(X =1) y F(X)

Solucién: 0.02469; b) 4
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En el capitulo anterior hemos definido y trabajado con variables aleatorias que describian
experimentos aleatorios méas o menos reales. En muchos casos el resultado de dichos
experimentos se puede modelizar usando variables aleatorias discretas, es mas, es posible
usar un conjunto relativamente corto de distribuciones discretas de probabilidad para
describir una gran variedad de fenémenos aleatorios. En este capitulo se describen las
mas relevantes.

Por ejemplo, en cualquier experimento en el que se puedan producir un conjunto
finito de resultados distintos con idéntica probabilidad se usard una distribucién uniforme
discreta:

6.1 DISTRIBUCION UNIFORME DISCRETA

Distribucién usada cuando en un experimento se pueden producir n resultados distintos
igualmente probables, la correspondiente funcién densidad de probabilidad es

1
p(z,n) = —, T = T1,%9,...,Tp (36)
n
y su media y varianza son,
n . n )2
ILL — ’Lzl 1:7/ 0_2 — Zzl(flz l’l’) (37)

Ejercicio 6.1.1
Se supone que el tiempo T que un individuo debe esperar el autobus es entre
1y 20 en minutos, supongamos que T esta bien descrito por una distribuciéon
discreta uniforme.
a) Calcula la funcién densidad de probabilidad.
b

)
¢) Calcula la probabilidad de que se espere 15 min o més.
d)

Calcula el tiempo medio que debes esperar y la varianza.

Calcula la probabilidad que se espere un tiempo x si se sabe que el autobtis

tarda més de 8 minutos.
55 ®=1,2,...,20 bju = 3 0% = 3325 ¢) F(15 < 2 < 20) = 0.3 d)

Pzt >8) = A #=19,10,...,20 0 else

solucién: a)fr(t) =

Sin embargo, hay una distribucién discreta mucho mas usada que la uniforme, se trata
de la distribucién binomial
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6.2 DISTRIBUCION BINOMIAL

Los procesos que consisten en realizar n experimentos independientes, cuyo resultado se
clasifica como éxito (con una probabilidad p) o fracaso, recibe el nombre de Proceso de
Bernoulli'. Nombrado asi en honor al matematico suizo Jakob Bernoulli?

JAC. BERNOULLI, MATH.PP

Figura 6.1: Imagen de Jakob Bernoulli pintada por su hermano Nicolaus en 1687

Definicion 6.1 El nimero X de éxitos en n experimentos de Bernoulli se denomina
variable aleatoria binomial.

Su funcion densidad de probabilidad viene dada por

B(x;n,p) = Z pr(l—p)"° (38)

Con esta funcién densidad se obtiene

Ejercicio 6.2.1

En este ejercicio se propone comprobar algunas de las propiedades dadas en la
definicién precedente.

a) Comprobar que Y., B(z;n,p) =1
b) Comprobar que u = np

2

¢) Comprobar que 6° =npgcon ¢g=1—p

n

Solucién: a)Basta con usar el binomio de Newton (p+ ¢)" = Zi:O " plgn—?
b) Hay varios métodos, el més sencillo es tener en cuenta que la suma de n variables de Bernoulli

independientes es una v binomial, y el hecho que calcular el valor esperado de una variable es un
operador lineal con lo cual

BE(X)=BE) X)) =Y E(X)=Y p=np.

! Ver por ejemplo Cao et al., 2001
2 Ver https://historia-biografia.com/jakob-bernoulli/
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Otro método consiste en darse cuenta que

d = n . . d
E(X) =p— fgh =t = no_
(X) P g ( , )pq pdp(p+q) np

(2
=0

El tercer método es escribir sin méas que

=0

hacer el cambio de variable z — 1 = ¢ y usar el binomio de Newton.
¢)Se usa cualquiera de los métodos anteriores, en particular, para el primero hay que tener en

cuenta que si X; y X; son independientes entonces E(X;X;) = E(X;)E(X;). (ver seccién 8.4)

Ejercicio 6.2.2
El 40 % de los automdviles que vende un concesionario estdn equipados con
motor diésel. Obtener la funcién de densidad y de distribucién del nimero de
automoviles diésel entre los siguientes 4 vendidos.
solucién: a)B(z;4, 0.4)

Ejercicio 6.2.3
Los doce servidores de una empresa se cuelgan en promedio un dia de cada
diez.

a) (Cudl es la probabilidad de que un cierto dia mas de 3 servidores estén
colgados?

b) ;Cuél es la media de servidores colgados?

solucién: a)l — Y °_ B(x;12, 0.1) = 0.0256, b) pu = 1.2

Ejercicio 6.2.4
Una urna contiene 9 bolas iguales numeradas del 1 al 9 sacamos una bola,
apuntamos el nimero y la devolvemos. ;Cuantas bolas hay que sacar para que
la probabilidad de sacar alguna bola con el 7 sea por lo menos 0,97
solucién: a)l — P(0) > 0.9 - 1— (%)" >09— n>1955— n=20

Hay otras variables aleatorias discretas relacionadas con los procesos de Bernoulli y
por tanto con la distribucién binomial. En las siguientes subsecciones se describen a modo
de ejemplo algunas de ellas, pero en un curso bésico de probabilidad y estadistica no son
imprescindibles, y, ademas, debido a su simplicidad conceptual, es relativamente sencillo
deducir las expresiones de las funciones de densidad de probabilidad correspondientes.

6.2.1 Distribucion multinomial

Cuando en cada experimento se consideran k resultados posibles de probabilidad py

entonces tenemos la distribucion multinomial cuya funcién densidad es

n

k
|
' o ! "
B(xl,xg,...xk,nl,ng, ...nk,pl,pg,...,pk) Il E— I | pil
ni-not ..., Nk -1



6.2 DISTRIBUCION BINOMIAL

Esta funcién representa la probabilidad de que dados n experimentos el resultado z;
se de n; veces.
Es obvio que )7 z; =nyque >.'p; =1

Ejercicio 6.2.5
Se extraen 5 cartas con devolucién de una baraja espanola. Calcular la pro-

babilidad de obtener 2 copas, 2 espadas y 1 oros solucién: B(2,2,1,0; 4,4, 1) =
51 12121110
2021114 4 4 4

6.2.2 Distribucion hipergeométrica

La distribucién hipergeométrica se aplica cuando hay que hacer una seleccién aleatoria
entre objetos de dos tipos distintos (como hacer un equipo de 8 de entre un grupo de 3
chicas y 12 chicos)

Definicion 6.2 La distribucion hipergeométrica depende de 3 pardmetros: el numero
total de objetos (N ), el nimero de objetos de la primera clase (ej. chicas) (k) y el nimero
de objetos escogidos (n).

k N -k

x n—ux
h(z; N,n, k) = z =max(0,n+k— N)..min(k,n)  (41)
N

n

En este caso u =npy o2 = np(1 —p) ]]\\’,:Tf donde p = %

6.2.3 Distribuciones binomial negativa y geométrica

Definicion 6.3 Dado un proceso de Bernoulli, la variable aleatoria que indica que en la
x-ésima prueba que se realiza se da el k-ésimo éxito, se llama binomial negativa

B*(z,k,p) = "Z_i pPPA-p)** r=kk+1,.. (42)

El caso particular en que k = 1, se denomina variable geométrica o de Pascal

Definiciéon 6.4 Dado un proceso de Bernoulli, la distribucion que indica la probabilidad

que en la x-ésima prueba se dé el primer éxito, se llama distribucién geométrica o de
Pascal’

g(z,p) =p(1 —p)x_1 z=1,2,.. (43)

3 A veces, Cuadras, (Barcelona, 1990), se cogen g(z,p) = p(1

En este caso, Yates y Goodman, 1999, u = % y o? =

—p)¥ paraz =0,1,....
1-p
p2
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Con esta funcién densidad se obtiene

H=- o = 2 (44)

Ejercicio 6.2.6
La probabilidad de que un establecimiento de conexién con un servidor de
internet via médem tenga éxito es igual a 0.8. Supdngase que se hacen intentos
de conexién hasta que se establecen 3 conexiones.

a) ;Cudl es la probabilidad de que sean necesarios 6 intentos?

b) ;Cuél es la probabilidad de que sea necesarios menos de 67

solucién: X =" niimero de fallos hasta que ocurre el tercer éxito” a)P(z = 3) = B*(6,3,0.8) =

5110,830.23 = 0.04096 b)P(X < 3) =Y 2 B2 1l(0.8)3(0.2)*

x!2!

Ejercicio 6.2.7
La variable aleatoria X que mide el ntimero de anos adicionales que vive una
persona de 70 afios es una variable aleatoria geométrica de pardmetro p = 0,9
si ésta tiene una presién arterial alta (A), y p = 0.95 si la tiene normal.

a) Calcula la funcién densidad de probabilidad fx|4(2) ¥ fxja(z).

b) Calcula la funcién densidad de probabilidad fx () si se sabe que el 40 %
de los mayores de 70 anos tienen la presién alta.

solucién: a) fx|4(z) = 0.1(0.9)"t x =1,2,3... 0 else, fx 1(x) =0.05(0.95)" "tz =1,2,3... 0
else; b) fx (z) = 0.1(0.9)*~1(0.4) + 0.05(0.95)*~1(0.6) x = 1,2,3... 0 else

6.3 DISTRIBUCION DE POISSON

Del mismo modo que la distribucién binomial esté relacionada con un proceso de Bernoulli,
hay otro tipo de procesos a lo que se le llama procesos o experimentos que permiten definir
otra variable aleatoria discreta de vital importancia, se trata de la variable aleatoria
de Poisson, llamada asi en honor del matemaético francés Siméon Denis Poisson 4 que

proporcioné un modelo para los experimentos que dan valores numéricos a una variable
aleatoria X, que representa el niimero de resultados que ocurren en un determinado
intervalo de tiempo o de espacio.

4 Ver https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies /Poisson /


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Poisson/

6.3 DISTRIBUCION DE POISSON

La distribuciéon de Poisson se ajusta bien a un experimento si cumple las propiedades
siguientes®:
Si se puede dividir el intervalo en subintervalos suficientemente pequefios de modo que

o La probabilidad que ocurra més de un evento en un subintervalo (regién) diferencial
es despreciable.

e La probabilidad de que ocurra un evento durante un subintervalo es proporcional a
la longitud del mismo (tamano de la regién)

¢ El ntimero de eventos que ocurren en un intervalo o regiéon es independiente del
nimero que ocurre en cualquier otro intervalo o regién disjunto. (Se dice que un
proceso de Poisson no tiene memoria)

El niimero de eventos que ocurren en un experimento de Poisson se llama variable
aleatoria de Poisson.

Un ejemplo de variable de Poisson podria ser el nimero de usuarios que se conectan a
un servidor de Internet en un intervalo dado.

Definicion 6.5 La densidad de probabilidad de la variable aleatoria de Poisson, que
representa el numero de sucesos que ocurren en un intervalo dado o region especifica t es

ef)\t (/\t):r

o (45)

p(x, At) =

Se demuestra que
p=X =M (46)

Ejercicio 6.3.1
El ntimero de internautas que se conectan a un servidor es de 40 por hora.
Calcular la probabilidad que en una hora se conecten 60. Y la probabilidad
que en 10 minutos se conecten 10 usuarios
solucién: a) P(X = 60) = e~40400/60! = 6.79-10~%, b) A = 40/60 % 10 P(X =10) = 0.06

Ejercicio 6.3.2
Se supone el niimero de defectos en los rollos de tela de cierta industria textil
es una variable aleatoria Poisson con una media de 0.1 defectos por metro
cuadrado

a) (Cudl es la probabilidad de tener dos defectos en un metro cuadrado de
tela?

b) ;Cudl es la probabilidad de tener un defecto en 10 metros cuadrados de
tela?

c¢) {Cudl es la probabilidad de que no halla defectos en 20 metros cuadrados
de tela?

d) Cuél es la probabilidad de que existan al menos dos defectos en 10 metros
cuadrados de tela?

solucién: a) 4.52-1073, b) 0.3679, c) 0.1353 d) 0.2642

5 En Canavos, Medal y Ramirez, 1987, pagina 126, se demuestra a partir de los supuestos anteriores la
féormula (45).
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Ejercicio 6.3.3
Un mecanodgrafo comete, en promedio, 2 errores por pagina. ;Cudl es la
probabilidad de que tenga mas de 20 errores en un documento de 7 paginas?
solucién: A = 14 de modo que P(X > 20) =1 — P(X < 20) = 0.0479

Ejercicio 6.3.4
El niimero de baches en una secciéon de una carretera interestatal que requieren
reparacién urgente, pueden modelarse con una distribucién Poisson, que tiene
una media de dos baches por km.

a) ;Cudl es la probabilidad de que no haya baches que reparar en un tramo
de cinco km?

b) ;Cuél es la probabilidad de que sea necesario reparar al menos un bache
en un tramo de medio km?

c) Si el nimero de baches estd relacionado con la carga vehicular de la
carretera y algunas secciones de ésta tienen una carga muy pesada mientras
que otras no, jqué puede decirse sobre la hipétesis de que el ntimero de
baches que es necesario reparar tiene una distribucién de Poisson?
solucién: a) 4.53-1075, b) 0.63, c) no

Por un lado, interesa remarcar que

Comentario 2 Si Xy y X9 son variables aleatorias de Poisson con pardmetros A1 y As
respectivamente, entonces la v.a. X = X1+ Xo es de Poisson con parametro A = A1 + Ag

Por el otro lado, es importante también recalcar, que las dos variables aleatorias
discretas mas importantes, la distribucién binomial y la de Poisson, estan relacionadas

entre si por el siguiente teoremas:

Teorema 6.1 Dada X una variable aleatoria binomial, si n — oo y p — 0 pero con

uw=mnp= A\ finito, entonces
B(xin,p) = p(z,np)

DEMOSTRACION: Se trata de calcular el limite de (38) cuando n — oo pero teniendo
en cuenta que A es finito, para ello se usa la primera relacién de (39), de modo que

calcularemos

o (2)E -G

3

) (n—m+1)w(1—(2))x
)
w1 meetn) (12 (3)
N O}
RO
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6

Comentario 3 En la prdctica ° se considera que la aproximacion es vdlida cuando

n>30yp<0.1

Ejercicio 6.3.5
Un proveedor envia unos lotes de 80 productos. Si el defectivo es del 5%

a) (Cuél es la probabilidad de que haya 1 pieza defectuosa en un lote enviado?

b) ¢{Cuél es la probabilidad de que haya 2 o més piezas defectuosas? (usar la
distribucién de Poisson y comparar los resultados)
Si se decide como criterio de aceptacién un nimero maximo de 4 piezas
defectuosas por lote:

c) {Cuél es el riesgo de aceptar un lote que tuviera un defectivo del 8 %7
d) (Cuél es la probabilidad de rechazar un lote con un 5% de defectuoso?

solucién: a) B(z = 1;80, 0.05) = 0.069 con aprox poisson P(A = 4)(z = 1) = 0.073 ¢)
A=np=64 = p(r<4)=024d)A=np=4 = p(z>4)=0.35

Ejercicio 6.3.6

Cierta compaiiia aérea vende mas billetes que el nimero de plazas que tiene
disponibles, fenémeno llamado “overbooking”. Lo hacen por que han detectado
que, en promedio, un 1% de los pasajeros no se presenta. Para un vuelo de
198 plazas se han vendido 200 billetes. ;Cuél es la probabilidad que todos los
pasajeros que se presenten tengan plaza?

solucién: Segiin Poisson con A\ =2 P(X >2)=1-P(X =0)+ P(X =1) =1 -3¢~ 2 = 0.5%4.
Segitin binomial P(X < 198) = 1 — P(X > 198) = 1 — (200199)0.991990.01' — (200 200)0.992°0 =
0.595

6 Ver por ejemplo, Cuadras, (Barcelona, 1990). El criterio aqui sugerido es uno de entre tantos que se
puede encontrar en la bibliografia, asi por ejemplo en Cao et al., 2001 se sugiere que la aproximacién es
buena si p < 0.1 yn > 500 biensinp <5 .
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

La media mensual de accidentes laborales en determinada empresa es 0.2.

a) Calcular la probabilidad de que haya 3 accidentes en 1 ano.
b) Sabiendo que en abril ha habido algin accidente, calcular la probabilidad de que
haya habido menos de 3.

Solucién: a)0.2090; b) 0.99366

El niimero de defectos superficiales de los paneles de plastico utilizados en los interiores
de un tipo de automoévil es de 0.25 defectos por metro cuadrado de panel. Suponga
que el interior de un automévil contiene 5 m2 de este material.

a) Cuél es la probabilidad de que no haya defectos superficiales en los interiores de
un automévil?

b) Si se venden 5 automoéviles a una compania de alquiler de coches, jcudl es la
probabilidad de que, como maximo, uno de ellos tenga defectos superficiales en el
interior?

Solucién: a)0.2865; b) 0.02597

A un puerto llegan 4 barcos al dia de media. El puerto tiene dos muelles, en el primero
caben 6 barcos, y solo cuando este estd completo se empieza a llenar el segundo
muelle. Calcular la media de barcos al dia del segundo muelle.

Solucién: 0.1954
En una fabrica el 1% de las piezas procesadas por el método 1 son defectuosos y el

5% de las procesadas con el método 2 también. E1 95 % de las piezas se procesan con
el primer método.

a) Se coge una pieza y resulta ser defectuosa. calcular la probabilidad que se haya
fabricado con el primer método?

b) Se tienen 10 piezas y de ellas s6lo una es defectuosa. ;Cudl es la probabilidad de
que hayan sido procesadas por el primer método?

Solucién: a)0.7917; b) 0.8463

El niimero medio de meteoritos que cruzan una determinada region atmosférica es de
20 por dia. Josetxo vive en esta zona y le gusta salir a mirar el cielo con su telescopio
de vez en cuando. Calcula:

a) La probabilidad de que entre las 7:00 y las 9:00 de un dia concreto observe mas
de 2 meteoritos.

b) La probabilidad de que esté mas de 4 horas sin observar ningtin meteorito.

c¢) La probabilidad de que en un mes (31 dias) se observen més de 550 meteoritos.

Solucién: a) 0.2340; b) 0.0357; ¢) con ayuda de un ordenador 0.9977, otra opcién es usar la normal como

aproximacién, eso se verd en el siguiente capitulo



6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Una empresa consta de 20 servidores. La probabilidad de que uno de ellos falle en un
dia es de 0.1.
a) ;Cudl es la probabilidad de que en un dia fallen exactamente 2 servidores?

b) ;Cudl es la probabilidad de que en un dia el nimero de servidores que funciona
correctamente sea menor que 187

c¢) (Cuéntos servidores fallardn de media al dia?

d) ;Cudl es la desviacién estandar del nimero de servidores que fallan?

e) ;Cuél es la probabilidad de que en un dia fallen 5 o més servidores?

Solucién: a) 0.2852; b) 0.3231; c) 2; d) 1.3416, d) 0.0432

Suponga el nimero de visitas a una web es de cinco por minuto de media.

a) Determine la probabilidad de que haya 17 visitas en los siguientes tres minutos

b) ;Qué probabilidad hay que entre las llamadas 5 y 6 pasen més de 20 s?

¢) {Qué probabilidad hay que en 10 horas se conecten menos 2950 personas?

Solucién: a) 0.0847; b) 0.1889; c) 0.1784

Una sustancia radiactiva emite 3.87 particulas « cada 7.5 s por término medio.

Calcular la probabilidad de que se emita al menos una particula o en un segundo.

Solucién: 0.4031
La media mensual de accidentes laborales en determinada empresa es 0.2.

a) Calcular la probabilidad de que haya 3 accidentes en 1 ano.
b) Sabiendo que en abril ha habido algtin accidente, calcular la probabilidad de que
haya habido menos de 3.

Solucién: a) 0.2090, b) 0.99366

El niimero de defectos superficiales de los paneles de plastico utilizados en los interiores
de un tipo de automovil es de 0.25 defectos por metro cuadrado de panel. Suponga
que el interior de un automévil contiene 5 m2 de este material.

a) ;Cudl es la probabilidad de que no haya defectos superficiales en los interiores de
un automoévil?

b) Si se venden 5 automéviles a una compania de alquiler de coches, jcudl es la
probabilidad de que, como maximo, uno de ellos tenga defectos superficiales en el
interior?

Solucién: a) 0.2865; b) 0.02597
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En el capitulo anterior hemos visto algunas de las distribuciones de probabilidad discreta
mas comunes, en este capitulo volveremos a tratar con las distribuciones continuas. Como
en el capitulo anterior, la seleccién de distribuciones tratadas no es exhaustiva, nos vamos
centrar en las mas comunes: la distribucién normal, sin ninguna duda la mas utilizada en
cualquier ambito, principalmente debido al Teorema de Limite Central; la exponencial,
por su papel de complementacién de las variables de Poisson; y la uniforme continua, por
su simplicidad.

7.1 DISTRIBUCION UNIFORME CONTINUA

En el caso de una variable aleatoria continua definida en un intervalo dado [a, b], cuando
no hay ninguna razén para asignar mas probabilidad a ningin punto o subintervalo dado,
se opta por usar una funciéon densidad de probabilidad uniforme continua:

Definicion 7.1 La funcion densidad de una distribucion uniforme continua es

- <z<b
flazab)y =4 e == | (48)
0 en caso contrario
Se demuestra que
b b—a)?
p=0tb e (b-a) (49)

La probabilidad de que una variable aleatoria uniformemente distribuida se encuentre
dentro de algin subintervalo de longitud finita es independiente de la ubicacién del
intervalo (aunque si depende del tamano del intervalo), es decir, probabilidad que X esté

Funcién densidad de Probabilidad Funcién distribucién de Probabilidad
1/(b-a) o 11t
0 a b 0 a b

Figura 7.1: Representacién grafica de las funciones asociadas a una variable uniforme continua.
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en subintervalo [c,d] C [a, ] es proporcional a la longitud de [¢, d] pero no de la posicién
de este en relacién a [a, b]. De ahi el nombre de distribucién uniforme, ver figura 7.1.

Es importante recalcar una vez més, que, en el caso de variables continuas, la proba-
bilidad de que X tome un valor concreto dentro del dominio de definiciéon de la misma es
0, de modo que, en el caso de la variable aleatoria uniforme continua, los simbolos < de
la ecuacién (48) se pueden cambiar por <con cierta ligereza.

Ejercicio 7.1.1
Un estudiante acude todos los dias a clase andando. suponiendo que tarda en
llegar 15 min., que sale en un instante aleatorio entre las 8 : 40 y las 8 : 50 y
que la clase empieza a las 9 : 00, calcular la probabilidad de que un dia llegue
tarde.

solucién: P(45 < X <50) = [ 1

1
45 so—q0dT =

2
7.2 DISTRIBUCION NORMAL O GAUSSIANA
De todas las variable aleatorias, la mas cominmente usada, es la Normal o Gaussiana en

honor al gran matematico y fisico aleman Carl Friedrich Gauss cuyo retrato' podemos
ver en la figura 7.2

Figura 7.2: Retrato de Johan Carl Friedrich Gauss.

Definicion 7.2 La funcion densidad de una distribucion normal o Gaussiana de media

Wy varianza o?, es

N(z;p,0) = e 2(%% —00 < x <00 (50)
Con la transformacion

7 = (51)

o
se obtiene una distribucion normal estandar o tipificada, esto es, una distribuciéon normal
con media nula y varianza unitaria.

! Realizado por Gottlieb Biermann y fotografiado por A. Wittmann, Dominio publico
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e\
[\

0.06 -

0.04 /

0.02 \\

X

Figura 7.3: Distribuciones normales con distintas medias (u = 1,2) y distintas varianzas (o = 3,4).

Como es bien sabido, la funcién (50) no tiene integral analitica, de modo que para
calcular probabilidades? como las que se piden en el ejemplo siguiente se tienen que
realizar integraciones numéricas. Otra alternativa es el uso de tablas como la tabla del
apéndice A, donde se puede ver el resultado de la siguiente integral

2
1 22
D(z9) = / N e 2dz para z >0 (52)

que se obtiene al tipificar curva normal, es decir al aplicar el cambio de variable dado
por (51) a la integral

1

2o

e_%(x;M)ngj

P(X <x9) = 70

Ejercicio 7.2.1

El coeficiente de inteligencia es una variable aleatoria que sigue una distribucién
normal (u = 100,0 = 16)

a) Calcular la probabilidad que un individuo tenga un coeficiente inferior a
120.

b) Calcular la probabilidad que un individuo tenga un coeficiente entre 118
y 122

c¢) Se supone que un un tipo que termina una carrera universitaria tiene un
coeficiente superior a 110. ;Cuél es la probabilidad que sea superior a
1207

solucién: a) P(X < 120) = P(Z < 1.25) = 0.8943, b) P(118 < X < 122) = P(1.125 < Z <

P(x>120NnX>110
1.375) = 0.0457, <) P(z > 120]z > 110) = PEZ200R=10) — 0.3974

2 Recordemos que tal como se puede ver en la ecuacién (19), para calcular una probabilidad usando una

distribucién continua, hay que realizar una integral.
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7.2.1 Propiedades de la normal

e La moda de la normal y la media coinciden.

¢ La distribucién normal es simétrica respecto la media.

e El punto de inflexién de la normal se da en los puntos * = u+o.

o La distribuciéon normal tiene asintotas horizontales en y = 0 para x = Fo0.
o El area bajo la curva y sobre el eje horizontal es 1.

e La suma de variables aleatorias normales independientes es una variable aleatoria
normal de media suma de las medias y varianza suma de las varianzas:

S = ZXZ" donde pg = Z'L‘i 0% = Za? (53)
7.2.2  Importancia de la Normal. Teorema central del Limite

La distribucién Normal tiene una importancia capital en el campo de la Probabilidad y
la estadistica, no sélo por el hecho que hay multitud de experimentos cuyo resultado se
ajusta a la esta distribucién, sino porque ademas existe el Teorema central del limite,
TCL que en su versiéon clasica dice que

Teorema 7.1 (Central del Limite, clasico) Dada

Sp=>_Xi
=1

suma de variables aleatorias (X;) independientes e idénticamente distribuidas de media

E(X;) = p y varianza J%Q = 02, entonces la funcion densidad de S,, se aprorima a una

distribucion normal N(s;u,a) con = nu y o? = no?.

. Pero qué tal es esta aproximacién? En general se puede decir que la aproximacion serd
mejor cuanto mayor sea el niimero de variables aleatorias sumadas. Sin embargo, hemos
visto que si las variables sumadas son normales el resultado es exacto, Por otro lado, si
las variables son muy distintas de una normal, es decir no son simétricas, ni continuas se
suele tomar como buena la aproximacion para valores de n > 30. La aproximacion puede
ser buena para valores n < 30 si las variables tienen “pinta” de normal, es decir, si son
mas o menos simétricas y con forma acampanada.

Existe unas versiones del TCL de Lyapunov y de Lindeberg que todavia suavizan més
el enunciado del teorema para asegurar que, bajo condiciones muy generales®, la suma
de variables aleatorias independientes converge a una variable normal, es decir, que ni
siguiera es necesario que las variables sumadas sean idénticamente distribuidas:

La demostracién y la discusiéon de las condiciones para la convergencia de la aproximacién se escapan de
los objetivos de este texto, pero se pueden encontrar en Papoulis y Pillai, 2002, o Masoliver y Wagensberg,
1996 y en sus referencias bibliograficas
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Teorema 7.2 (Central del Limite) Dada

suma de variables aleatorias (X;) independientes de medias E(X;) = p; y varianza

O'g(l, = o2, entonces la funcion densidad de S, se aprozima a una distribucién normal

N(s;p,0) con =3 p; yo? =Y of.

Muy a menudo?, al enunciar el teorema central del limite, en lugar de hacer referencia
a la suma de variables aleatorias, se considera la media aritmética® de las mismas, de
modo que el teorema central del limite, en su versién clésica, seria la siguiente:

Teorema 7.3 (Central de Limite, clasico) Sea

La media de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas de media
y desviacion tipica o, si n es suficientemente grande

X ~ N(u,0//n)

Como se vera con los ejemplos y problemas sugeridos en este capitulo, el teorema central
del limite es muy importante en cualquier disciplina cientifico-tecnoldgica porque permite
aproximar con rigor una gran variedad de situaciones con una distribucién bien conocida.
Es més, segin Rovelli®, el TCL y el hecho que la desviacién estandar de la media
disminuya a razén de y/n es uno de los motivos por lo que los efectos cuanticos de la
naturaleza no son visibles en sistemas macroscéopicos.

Un caso particular del teorema central del limite se da cuando las variables aleatorias
X son variable de Bernuilli, en cuyo caso podemos enunciar el teorema

Teorema 7.4 Dada X una variable binomial, con u = np y 0 = npq su densidad de
probabilidad se puede aprozimar por la normal N(x;u, o).

La aprozimacion serd mejor cuanto mayor sea n, pero en la prdctica’, se considera
buena paran > 30 y 0.1 < p < 0.9.

Como la suma de variable aleatorias de Poisson es a su vez una variable de Poisson

Teorema 7.5 Las variables aleatorias de Poisson también se puede aproximar por una
Gaussiana, la aprozimacion serd mejor cuanto mayor sea la X, pero se considera® que la
aproximacion es aceptable si A > 5

4 Walpole et al., 2012; Montgomery y Runger, (Mexico, 2000); Navidi, 2006.
5 Ver definicién 2.10

6 Rovelli, 2021.

7 ver por ejemplo Cao et al., 2001

8 Ver por ejemplo Cuadras, (Barcelona, 1990)
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B(10,0.4) Poisson(10)

0123456780910 0 10 20 30 40

Figura 7.4: Funcién densidad de probabilidad de una Binomial(10,0.4) y una Poisson(10).

Correccion por continuidad

Cuando se hace uso del teorema central del limite para aproximar una variable discreta,
como en el caso de las variables de Poisson o la binomial, con una normal hay que ir
con cuidado con los limites de integracién, porque el nimero x de la variable discreta
corresponde al segmento [z — 0.5,z + 0.5] de la variable continua.

Tener en cuenta este hecho como se hace en los ejemplos siguientes en general mejora la
aproximacion, sin embargo, cuando el area a aproximar es muy pequeiia, o incluye zonas
donde importa que la variable original sea claramente no simétrica, la esta correcciéon
podria dar resultados algo peores. En este texto se recomienda hacer uso de esta correccion
aun a sabiendas que en algin caso el resultado de la aproximacién, de no aplicarla, podria
ser ligeramente mejor.

Veamos con un ejemplo a qué no referimos:

Ejercicio 7.2.2

En una universidad grande el 25 % de los estudiantes tienen méas de 21 afios.
En una muestra de 400 estudiantes, ;Cual es la probabilidad de que mas de
110 supere los 21 afios?

Solucién: X cuenta nimero de alumnos con més de 21 afos, es por tanto una binomial
B(400,0.25), y nos piden P(X > 110), para calcular dicha probabilidad se aproxima X por una normal
Y : N(400-0.25, /(400 - 0.25-0.75)) de modo que P(X > 110) &~ P(Y > 110.5) normalizando para
poder usar la tabla P(Z > 1.2124) = 0.1131, usando Matlab podemos calcular P(Y > 110.5) =
1 — binocdf (110, 400, 0.25) = 0.1135

Ejercicio 7.2.3
Sabemos que dos de cada 5 alumnos matriculados en estadistica no acudirdn
al examen. ;A cuantos alumnos debe convocarse a un aula para 120 personas
para poder asegurar que todos se puedan sentar con una probabilidad de al

menos 0.975.
Solucién: P(X < 120) > 0.975 se trata da aproximar la binomial B(n, %) de modo que
Y:N(,u:n%,az n%%)

120.5 —
S05,u

P(X <120) = P(Y < 120.5) = P(Z
g

) > 0.975

en la tabla vemos que Z =1.96 = n <179

Ejercicio 7.2.4
Usar la aproximaciéon normal para resolver el ejercicio 6.3.3
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Solucién: P(X > 20) = 1 — P(X < 20) usando la normal A\ = 14,0 = /14 de modo que
1— P(z < 1.737) = 0.0412 = 0.041

7.3 DISTRIBUCION EXPONENCIAL

Definicion 7.3 La funcion densidad de una distribucion exponencial de parametro (3, es

1 _Z
e B x>0
fla;8) =19 7P (54)
0 x <0
Se demuestra que
p=p3 o*=p (55)

Proposicién 1 Dado un proceso de Poisson el tiempo (espacio) transcurrido entre un
evento y el siguiente viene dado por una distribucion exponencial

DEMOSTRACION: Sea X; una variable de Poisson que mide el ntimero de eventos que
suceden en un tiempo t (espacio x). Entonces se puede definir la variable aleatoria Y que
mide el tiempo (espacio) transcurrido entre t =ty (x = x) y el primer evento.

La probabilidad de que no se de ningin evento en antes de un tiempo ¢ viene dado por

A(ttg) (At —10))°
P(Y>t) = P(X44)=0)=e At to)((o!o))

= 1-PY <t)=1-Fy(t)
Derivando respecto a t se obtiene
py(t) = Ae~Ai=to)

O

La distribucién exponencial es un caso particular de una funcién densidad méas general®

que es la distribuciéon I'. Dado que, tanto para la distribucién exponencial, como para la

mas general I, la variable aleatoria no puede tomar valores negativos, estas distribuciones

se suelen usar para modelizar tiempos de espera hasta que se produce un evento, incluso
en el caso que éstos no sean eventos de Poisson.

Ejercicio 7.3.1
En una red de ordenadores grande, el acceso de los usuarios al sistema puede
modelarse como un proceso Poisson con una media de 25 accesos a la hora

a) (Cudl es la probabilidad de que no haya accesos en un intervalo de 6
minutos?

b) ;Cudl es la probabilidad de que el tiempo que transcurre hasta el siguiente
acceso esté entre 2 y 3 minutos?

¢) Determinar el intervalo de tiempo para el que la probabilidad de que no
se presenten accesos al sistema durante ese tiempo sea de 0,9

9 Walpole et al., 2012.
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d) La desviacién estdndar del tiempo que transcurre hasta el siguiente acceso.

Ejercicio 7.3.2
La actividad de un farmaco es de 400 dias como minimo. A partir de los 400
dias el tiempo que de accién es aleatorio con distribucién exponencial de media
25 dias. Dado un lote de 12 unidades de este farmaco, calcular la probabilidad
que al menos 8 unidades duren mas de 430 dias.
solucién: probabilidad que uno dure més de 30 dias P(X > 30) = 0.3012, luego es una binomial,

B(n = 12,p = 0.3012) de modo que P(X >8) = 3.2 ' B(12,0,3012)(z) = 0.097
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

Se acepta como distribucion aproximada del peso de un tipo de arandelas una normal
de media 0.350 gramos y desviacién tipica 0.050 gramos. Si se seleccionan 10 arandelas
al azar, jcudl es la probabilidad de que haya méas de una arandela que pese entre
0.300g y 0.325g.

Solucién: 0.8029

La duracién de la vida de ciertos elementos electrénicos sigue una distribucién
exponencial con media de 8 meses. Calcular:

a) La probabilidad de que la vida de un elemento este comprendida entre 3 y 12
meses.

b) Si un elemento supera los 10 meses de vida, la probabilidad de que viva més de
25.

Solucién: a) 0.4642; b) 0.1534

Una sustancia radiactiva emite 3.87 particulas o cada 7.5 s por término medio.
Calcular la probabilidad de que se emita al menos una particula o en un segundo.

Solucién: 0.4031

En la observacién del niimero de glébulos rojos (en millones por mm?) de los habitantes
de una gran ciudad se observé que seguian aproximadamente una distribucién normal
de media 4.5 y desviacién tipica 0.5.

a) Si el nimero de globulos de una persona supera la media, jcudl es la probabilidad
de que tenga mas de 5 millones?

b) Si se eligen 10 habitantes al azar, jcudl es la probabilidad de que sélo uno o dos
de ellos tengan mas de 5 millones?

c¢) Si se eligen 200 habitantes al azar, jcudl es la probabilidad de que tengan méas de
5 millones de glébulos el 20 % de ellos o menos?

Solucién: a) 0.3173; b) 0.6195; ¢) 0.9552 (usando la aproximacién normal de la binomial) 0.9517 (con la

binomial y usando un ordenador)

Para efectuar una suma de n sumandos, una computadora sustituye cada sumando
no entero por el entero mas préximo, introduciéndose asi por cada sumando un error
aleatorio distribuido uniformemente en [-0.5, 0.5]. Si la computadora suma 2500
ntmeros, jcudl es la probabilidad de que el valor absoluto del error acumulado en la
suma sea mayor que 187 Utilizar la distribucién normal como aproximacion.

Solucién: 0.2124
El tiempo de vida de las bombillas de tipo A sigue una distribucién exponencial de

media 1000 horas, y el tiempo de vida de las bombillas de tipo B una distribucién
normal de media 1000 horas.

a) Compramos una bombilla de cada tipo. ;Cudl es la probabilidad de que alguna
de ellas dure méas de 1000 horas?



7.7

7.8

7.9

7.10

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

b) Compramos 5 bombillas del tipo A y 5 del tipo B. Sea la variable aleatoria X, el
nimero de bombillas que dura mas de 1000 horas. Calcular la media de dicha
variable.

Solucién: a) 0.6839; b) 4.339

Sea X una variable normal que se usa como aproximaciéon de una binomial con
P(X >75)=0.8944 y P(X < 78) = 0.3085
a) Hallar la media y la desviacion tipica.

b) Calcular la probabilidad exacta de que haya 80 ensayos exitosos.
Solucién: a) u = 80,0 =4 b) 0.0993

Un aparato contiene dos piezas que pueden romperse, una rueda y un motor. Para
que el aparato funcione ambas piezas son necesarias. La vida de las ruedas sigue una
distribucién normal N(1000, 200) y la de los motores una normal N (1100, 400). La

duracién de la rueda y el motor son independientes.

a) Tenemos una muestra de 6 aparatos. ;Cudl es la probabilidad de que al menos 2
aparatos funcionen méas de 1000 horas?

b) Tenemos una muestra de 60 aparatos. ;Cuél es la probabilidad de que al menos
20 aparatos funcionen méas de 1000 horas?

Solucién: a) 0.5784; b) 0.3322 usando la aproximacién normal y 0.3268 con la binomial y con la ayuda de

un ordenador

En una comunidad auténoma hay un embalse de agua. El volumen de lluvia en miles

de metros ctibicos que almacena el embalse al afo sigue una distribucién N (2000, 500).

El consumo de agua en la misma comunidad, medida en miles de metros ctibicos,
es otra variable aleatoria, independiente a la anterior, que sigue una distribuciéon
N (1500, 200).

a) Calcula la probabilidad de que en un afio la cantidad de agua consumida sea
mayor a la almacenada en el embalse.

b) ;Cudl serd la probabilidad de que la media de agua consumida en 5 afos sea
mayor que 1.600.000 m??

Solucién: a) 0.1766; b) 0.1318

La produccién diaria de hierro en una herrerfa (en toneladas) sigue una distribucién
con media 650 t y varianza 820 t2.
a) Calcula el valor esperado de la produccién de 200 dias consecutivos.

b) {Cudl es la probabilidad de que la produccién de hierro de 200 dias consecutivos
sea mayor que 130.500 t?

c¢) {Cudntas toneladas de hierro se produciran durante 200 dias con una probabilidad
de 0,957

Solucién: a) 1.3-10° toneladas; b) 0.1318; ¢) 1.3068 - 10° t
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En este capitulo se dan algunas nociones bésicas sobre como proceder con variables alea-
torias n-dimensionales, sin embargo, este tema no es fundamental para poder comprender
el siguiente capitulo del libro, por lo que los estudiantes que no estén especialmente
interesados en el manejo de este tipo de variables aleatorias, pueden saltarse este capitulo.

Definicion 8.1 Una funcion definida en Q)

X: QO - R”
w = X(w)=(X1(w), Xa(w),..., Xn(w)) =7

es una variable aleatoria n-dimensional o vector aleatorio si

VieR® 3 A={weOX(w) <7} eP(Q)

8.1 FUNCION DE DISTRIBUCION N-DIMENSIONAL

Definicion 8.2 Llamaremos funcién de distribuciéon n-dimensional de una variable alea-
toria X (w) a

Fx,x,. x,(%) = P{X1(w) <z1NX2(w) <x2N...NX,(w) <z, < 2} (56)

Propiedades:

s F¢(Z) es monétona creciente para cada argumento:

FXlXQ__Xn(.Z‘l,SUQ,...,:L‘Z‘—f—nz‘,...,l‘n) ZF~(xl,x2,...,xi,...,xn) Vi=1..n
X

o F(z) es continua por la derecha:

lim Fg(xy,o2,...,2 + 04,0, 2n) = Fe(r1,22,...,24,...,2,) Vi=1.n
n;— ot

lim_‘ FX‘({E) =1

T—
lim  Fe((z1,22,...,2+n4...,2,) =0 Vi=1l.n
Ti—r —O0O

En particular nos van a interesar la variables aleatoria bidimensionales Fyy (z,y)

Definicion 8.3 Se llama distribucién marginal de X a la distribucion de la variable
aleatoria univaluada X deducida de la distribucion conjunta Fxy

Fx(aj) = ygmoo ny(x,y) (57)
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8.2 FUNCION DENSIDAD DE PROBABILIDAD
Definicion 8.4 Una variable aleatoria bidimensional es discreta si cada una de la varia-
bles X eY toma valores discretos.

A cada valor de (z,y) se le puede asignar un suceso w y por lo tanto su correspondiente
probabilidad.

Se llama funcion densidad de probabilidad

De modo que en este caso

F(z,y)= > > f(ziy;)

i<z y;<y
Propiedades
* Ei,j f(xhyj) =1
Ejercicio 8.2.1
Supongamos que los tinicos valores posibles que puede tomar una variable
aleatoria bidimensional son (1,1), (2,1) y (3,3). Cada uno de los eventos

correspondientes tiene probabilidad 0.2, 0.3 y 0.5 respectivamente. Encontrar
fxy(z,y) y dibujar Fxy (z,y)

Solucién:
A
5 0.3
% 02,
K
™
4 \\ -
, T
3 \3\ P 4
2 \} o~ 3
~ <~
1N 7
¥ e 1
0 X

Definicion 8.5 Se dice que la variable aleatoria bidimensional es continua si lo es
también su funcion de distribucion y existe una funcion f(xz,y) densidad de probabilidad
tal que para todo niumero real

¢y
Flag) = [ [ fuo)dudo
En particular si F'(z,y) es diferenciable

O*F(z,y)

flz,y) = 20y

7
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Propiedades
® f(xvy)) >0
o 7070 [z y)dedy =1

« P{wl(z,y) € G CR*} = [ [ f(2,y)dwdy

Ejercicio 8.2.2

Encontrar b para que la funciéon

be %cosy 0<z<2yv0<y<m/2
g(z,y) = Y ye=v
0 else

sea una funciéon densidad de probabilidad.
Solucidén: f(;r/2 dy fOQ dzg(z,y) =1 = b=1/(1—exp(—2))

Ejercicio 8.2.3

La funcién densidad de probabilidad conjunta de las v.a. X e Y es

bry 0<x<1,0<y<2
9(z,y) = vousT= Y
0 else

a) ;Cuanto vale b7
b) ¢Cuél es la probabilidad del suceso A tal que X2 +Y?2 < 1?

Solucién: a) c =1 b) P(A) = %

8.3 FUNCIONES DE DENSIDAD MARGINALES

Definicion 8.6 Se llaman funciones de densidad marginales a las funciones

fx (@) = ZfXY(xiayj) (58)
fx@ = [ (e (59)

Definicion 8.7 Sean X e Y dos variables aleatorias, la densidad de probabilidad condi-
cional de la variable aleatoria Y dado que X = x es

fxv(z,y)

fyr(ylz) = fx(x)

Teniendo en cuenta la definicién 4.6,

Definicion 8.8 Se dice que dos variables aleatorias son estocdsticamente independientes
s

Ixv(z,y) = fx(z)fy(y) (60)
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Ejercicio 8.3.1
La funcién densidad conjunta de dos variables aleatorias con distribucién
absolutamente continua es:

k(x+x l<r<l,0<y<l1
flz,y) = { (@ +ay) Y
0 en caso contrario

Calcular
a) El valor de k
b) Las funciones de densidad marginales.
¢) ¢Son independientes?
solucién: a) 1 = ['dx [ dyk(x +zy) = k3. b) fx(z) = [} flz,y)dy = 2051 0 < = < 1
fy(y) =2(1+y)si0<y<1 c)Son independientes puesto que f(z,y) = fx fy

Ejercicio 8.3.2
Dada la funcién densidad conjunta

flz,y) = 0(x)0(y)ze W HY

Donde 0(z) es la funcién escalén de Heaviside. Calcular:

a) Las funciones densidad marginales fx(z) vy fy (v).
b) Las probabilidades, P(0 <z < 1), PO<y<1),PO0<z<1lnN0<y<

1), y comentar el tdltimo resultado.

Solucién: a) fx(z) =0(z)e Ty fy(y) = %; b) 1—e¢;

Ejercicio 8.3.3

Dada la funcién densidad de la figura 8.1, donde P(z1,y1) = %, P(2,y1) =

3
TEs - -

a) Calcular P(y3)
b) Dibujar fx(x|Y = y3)

Figura 8.1: Funcién densidad de probabilidad conjunta de dos variables discretas

Solucién: a) P(y3) = % + 5. b) P(X =x1]y3) = %, P(X = z2ly3) = g

Ejercicio 8.3.4
Calcular b y las funciones de densidad marginales si la funciéon densidad
conjunta es

bxr 0<x<1, < z?
g(z,y) = sesl
0 else
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2
Solucién: b = 2, fx(z) = ffxz 20dy =423 para 0 <z <1y fy(y) = f\l/mQxdx =1—|y|
para —1 <y < 1.

8.4 VARIANZA Y COVARIANZA

Cuando dos variables no son independientes, es interesante medir el grado de dependencia
entre ellas, de ahi la importancia de los conceptos de covarianza y correlacion.

Definicion 8.9 Sean X eY dos variables aleatorias, la densidad de probabilidad conjunta
fxv(x,y). El valor esperado de la funcién g(x,y) es’

E(g(z,y) = D> g(z,y)fxy(z,y) (61)

= [ e o )y (62
En particular

Definicion 8.10 Se llama correlacién de dos v.a. X e Y al momento de sequndo orden

miy
Rxy = E[XY]

Definicion 8.11 Se llama covarianza de dos v.a. X e¢Y a
Cov[X,Y]=oxy = E[(X — pux)(Y — py)]

Son faciles de demostrar las siguientes
Propiedades

« Cov[X,Y] = E[(XY)] - E[X]|E[Y]
. Cov[X,X] =0%

e Cov[aX,Y] = aCov[X,Y]

o 0%,y =0% +0% £2C0v[X,Y]

Comentario 4 En el caso particular que X e Y sean independientes Cov(X,Y) = 0.
De modo que ademds de que

E(aX +bY) =aFE(z) +bE(Y) (63)
resulta que
Taxipy = a0k + b0y (64)
Definicion 8.12 El coeficiente de correlacion de dos v.a. X e Y

oxX0oy

1 Del mismo modo que se explico en la definicién 5.8 éste calculo podria hacerse de otra forma.
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Propiedades
e —1<pxy <1

e SiY =aX +b entonces® pxy = sgna

Figura 8.2: Representacién de nube de puntos de variables aleatorias bidimensionales con distintos
grados de correlacién. Las variables Z son tipo normal, y las variables U tipo uniforme.

Ejercicio 8.4.1
La funcién densidad de probabilidad conjunta de las v.a. X e Y es

ry 0<2r<1,0<y<2
fXY(xvy) =
0 en otro caso

Calcular oxy.

solucién: E[z] = %, Ely] = %, Elzy] = %

8.5 SUMA DE VARIABLES ALEATORIAS

Sean X, Y dos variables aleatorias independientes, y sea W la variable aleatoria resultado

de sumarlas
W=X+4+Y

Esta es una variable aleatoria que aparece muy a menudo, por ejemplo, X podria ser
una senal e Y el ruido, para un instante dado, de modo que W seria la sefial recibida en
un instante dado.

Considérese la funcién distribucién de probabilidad de W:

Fir(w) = POW <w) = [~ ay [ fw.y)do

teniendo en cuenta que X e Y son independientes (60) se obtiene

Fu(w) == [~ widy [ fx(@)ds

— 00

2 ver el ejercicio 7
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X+Y=0

\J

Para calcular la funciéon densidad de probabilidad se deriva la expresién anterior

fw) = [~ @ fxto=y)dy (65)

Comentario 5 La funcion densidad de la suma de dos variables aleatorias independientes
es el producto de convolucién de las funciones densidad individuales.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

Las variables aleatorias X e Y tienen una funcién densidad conjunta

c 0<x<3,0<5y<H

0 en otro caso

Ixy(z,y) = {

Calcular el valor de

a) ¢

b) P(A) =P(1<2<3,2<y<3)

¢) P(B)=P(Y > X)

d) el valor esperado de G(X,Y) = (XY)?

Solucién: ¢ = %, P(A)= 2 P(B) =

Lasvariables aleatorias X e Y tienen una funcién densidad conjunta

6(z+42)/5 0<z<1,0<y<]l

en otro caso

fxv(z,y) = {
0

Calcular las funciones de densidad marginales.

Solucién: fx(z) = %(6m+2) para 0 <z <1y fy(y) = %(3+6y2) para 0 <y < 1.

La funcién densidad conjunta de dos variables aleatorias es:

flz,y) =

24zxy z>0,y>0,z+y<1
0 en caso contrario

Calcular

a) Las funciones de densidad marginales.

b) ;Son independientes?

solucién: a) fx(z) = 12zx(1—2)2si0<z <1 fy(y) =12y(1—y)2si 0 <y <1 c) No son independientes

puesto que f(z,y) # fx fv

La funcién densidad relacionada con el experimento aleatoria lanzar un dardo a una

diana es:
e~ (@ +y?)/20°

flz,y) =

Calcular o si el 80 % de los lanzamientos caen dentro de un circulo de radio 6¢cm.

2702

Solucién: 0 = r/v21Inb5 = 3.34cm

El tiempo de conduccién que le lleva a uno llegar al trabajo es una v.a. Y que depende
del trafico que depende de la hora de salida X. La salida se produce en un intervalo
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8.6

8.7

8.8

aleatorio de longitud T que empieza a las 7:30, el tiempo de conduccién es de minimo
T1. Se sabe que la funcién densidad conjunta es

Flz,y) =cly—T)%0(y — T0)(0(x) — 6(x — Tp))e =T+
Calcular

a
b

C

c
La hora media a la que sale (Ty = 1h)

)
)
) Tiempo medio de conduccién si la salida se produce a las 7:30
d) Tiempo medio de conduccién si la salida se produce a las 8:30
Solucién: a) ¢ = %, b) E(z) = %, salida a la 7:47, ¢) T1 + 4h, d)T1 + 2

Se X una v.a de media 3 y varianza 2 y sea Y = -6X+22. Calcular E[Y], E[XY]
Solucién: E[y] = 4, E[XY] =0

Dos v.a. estan relacionas por Y = aX + b. Calcular en funcién de px y ox:

a) py y oy

b) Cov(X,Y) y pxy

Solucién: py = ape +b,02 = a?0%,Cov(X,Y) = ac%

Encontrar la funcién distribucién de probabilidad conjunta Fxy silas v.a. X e Y
tienen una funcién densidad conjunta

2 0<y<az<l
fXY(x7y) =
0 en otro caso

Solucién: Pag 170 Yates y Goodman, 1999

8.9 Usar (65) para comprobar que la suma y la resta de dos variables gaussianas inde-

pendientes son variables gaussianas de p = px + py y 0 = /o2 + 05 en el caso de
la suma y p = px — py y 0 = /02 + 0 para la resta.



INFERENCIA ESTADISTICA

9.1 INTRODUCCION

El objetivo principal de la estadistica inferencial es analizar e interpretar los datos de
una muestra para extraer conclusiones acerca de la ley de probabilidad del fenémeno en
estudio. O sea, que estamos interesados en el estudio de una variable aleatoria X cuya
funcién distribucién Fx (z) es mayor o menor grado conocida.

Tipos de inferencias:

¢ Inferencia paramétricas:

En éste caso conocemos la distribuciéon que sigue la poblacién, pero no sabemos los
parametros que la caracterizan. Por ejemplo, se sabe que la poblacién sigue una
distribucién normal pero no sabemos i y/o o. El objetivo, en este caso, serd estimar
estos parametros.

¢ Inferencia no paramétrica:

En este caso ni siquiera se sabe la distribucion teérica de la poblacién. En estos
casos se suele tomar muestras “grandes”, para poder recurrir al teorema del limite
central y estimar los valores de iy o.

Para abordar el problema de la estimacién de parametros hay dos enfoques posibles:

e Enfoque clasico:

Se basada en la idea de que la poblacién esta caracterizada por unos pardmetros
dados, sean o no conocidos, y por tanto el trabajo se limita a estimar estos pardmetros
ya sea asignandoles un valor, o un intervalo donde éstos se encuentran.

e Enfoque bayesiano:

Se basan en la idea que los parametros de la poblacién son a su vez variables
aleatorias que siguen distribuciones de probabilidad. En este caso se desea estimar
el valor de los pardmetros estadisticos de una poblaciéon teniendo en cuenta la
distribucién “a priori” de estos datos, obteniéndose al final, una distribucién “a

posteriori” para los pardametros estadisticos.!

En lo que sigue sélo se tendra en cuenta el enfoque clasico.

9.1.1 Teoria de muestreo

En el capitulo 2 ya se han dado algunas definiciones basicas desde la perspectiva de la
estadistica descriptiva. En particular en la seccién 2.5 se define muestra (definicién 2.3)
pero es muy importante el método usado para determinar esta muestra. En esta seccién
se analizan algunos aspectos importantes relacionados estos métodos.

! Para ver algiin ejemplo dirigirse a Walpole et al., 2012
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e Muestreo aleatorio simple:

El muestro aleatorio simple es aquel en que cada muestra tiene la misma probabilidad
de ser elegida, en este caso para cada observacién muestral, todos los individuos
de la poblacién tienen la misma probabilidad de ser elegidos, en la practica se
pude distinguir entre dos posibilidades, cuando la poblacién es infinita o, finita,
en el segundo caso los individuos son escogidos con reposicién, en el primer caso
es innecesario. Sin embargo, en el caso que la poblaciéon sea mucho mayor que la
muestra a menudo se considerard que la poblacién es infinita.

Para escoger los individuos con un muestro simple se suelen usar la tablas de
numeros aleatorios (Ver Murray y Abellana, 1992 para encontrar tablas de nimeros
aleatorios, y Cao et al., 2001 para ver ejemplos de su uso).

o Muestreo sistematico

Es el usado cuando la poblacion N estd ordenada, entonces para escoger los n
individuos de la muestra se calcula la parte entera de E(N/n) = k y se escoge
aleatoriamente un valor [ € [1,..., k] de modo que se escogerdn los individuos que
ocupen las posiciones {l,l + k,l +2k,..., 1+ (n —1)k}.

Este muestreo es técnicamente més sencillo de llevar a cabo, y en el caso que los indi-
viduos cercanos tengan caracteres similares, sirve para cubrir més homogéneamente
la poblacién

o Muestreo estratificado

Este es el que se practica cunado la poblacién esté estratificada (por ejemplo, la
poblacién distingue por sexos, o por edades, o por nivel de estudios ...) en este
caso se practica alguno de los otros dos métodos en cada uno de los estratos,
pudiendo escoger el mismo niimero de individuos por cada estrato (“afijacién”), o
una afijacién proporcional u otra?.

e Muestreo conglomerado

Este es el que se da cuando la poblacién esté dividida en grupos que son homogéneos
entre si, (por ejemplo saber el estado de los ordenadores de una empresa con distintas
sedes), en este caso se escogen algunos grupos (en este caso sedes) y se hace una
estadistica analizando todos los individuos del grupo escogido.

En la préactica la actividad méas comin es realizar muestreos polietapicos, esto es
que combinan varios de los muestreos analizados. (por ejemplo para analizar el estado
de las carreteras de un pais, se hace un muestreo conglomerado para escoger alguna
comunidades, dentro de ellas un muestreo estratificado, para escoger distintas carreteras
segun su categoria, dentro de cada estrato un muestreo conglomerado segin la zona y
finalmente uno de simple o sistemdatico para escoger el kilbmetro de cada carretera a
analizar)

En adelante consideraremos que el muestreo que se ha realizado es simple.

2 Cao et al., 2001.
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9.2 ESTIMACION

Definicion 9.1 Una muestra de tamano n, de una variable aleatoria X, son n varia-
bles aleatorias X1, Xo, ..., X, independientes e igualmente distribuidas, con la misma
distribucion que X.

Los valores particulares x1,x2,...x, de la muestra son realizaciones de la muestra.

Como consecuencia de la definiciéon anterior y de la definicién 8.8 es evidente que la
funcién densidad conjunta

flxr,2e,. . 2n) = fx (1) fx(@2) - fx(zn)

Definicion 9.2 Diremos estadistico a cualquier funcion T de la muestra
T(X1,Xo,...,Xp)

Un estadistico es por lo tanto una funcién de variables aleatorias y que por lo tanto
tiene su propia distribuciéon de probabilidades

Definicion 9.3 Se llama distribucion muestral a la distribucion de probabilidad de un
estadistico.

Es evidente que la distribucién muestral depende del tamafio de la muestra y de la
distribucién de la poblacién.

Ejercicio 9.2.1
Se ha generado por ordenador un conjunto de 6 datos que siguen una distribu-
ciéon de Poisson y se han obtenido los nameros

P ={3,1,2,0,2,4}

a) Calcular la media p y la varianza de la poblacién P

b) Considerar todas las muestras de tamanio 2 que se pueden obtener haciendo
un muestreo aleatorio simple.

¢) Calcular el valor del estadistico X = (X1 + X>)

d) Calcular el valor esperado F(X) y comparar-lo con pu

e) Calcular la varianza de X o sea E((X — E(X))?) y compararla con la
varianza de P.

f) Representar graficamente los resultados obtenidos en el apartado ¢) y
compararlos con una distribucién normal centrada en 2.

Solucién: a) Usando las definiciones 2.10 y 2.17 u =2 y o2 = 1.6;

b) como el P hay 6 elementos el nimero total de muestras aleatorias® de 2 elementos es Ce,2 = 15,
algunas de ellas son {3,1},{2,2},{3,2}..;

¢) los 15 resultados obtenidos son {2,2.5,1.5,2.5,3.5,1.5,0.5,1.5,2.5,1,2,1.5,1.5,2,3};

d) Como todas las muestras son igualmente probables, F(X) es la media de los datos de c),

E(X) = 1.933; e) 0.5622

3 ver la seccién 3.4
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9.2.1 Estimacion puntual

La estimacién puntual consiste en asignar el valor de un estadistico O=T (X1,...,Xn)
al pardmetro 6 desconocido de una poblacién.

Definicion 9.4 Se llama estimador al estadistico usado para asignar un valor a un
pardmetro de X

Evidentemente el problema es escoger un buen estimador para cada pardmetro.

Definicién 9.5 Un estimador © se denomina insesgado o centrado del pardmetro 0
cuando

E(©) =16 (66)

Por consiguiente se llama Sesgo del estimador © a sesgo = E(©) — 6.
Asi por ejemplo el estadistico X = % > X;, llamado media muestral es un estimador
insesgado de la media de poblacion, ya que

E(X)=p (67)
DEMOSTRACION:  Teniendo en cuenta que X = 2 37 X, y (63) es evidente que

- 1 & 1& 1
EX)=E(-=Y Xi)=-Y EX))=—-<> n=p
n n < N ;
U
Nétese que el estimador X toma el valor Z para una realizacién concreta de la muestra,
ambos reciben el nombre de media muestral. El mismo criterio de mayusculas y minisculas
se usara para otros estadisticos.
Por otro lado, tal como se comento en la seccién 2.6, la varianza muestral (1) es un
estimador sesgado de o2, ya que

1
2y _ + 2 _ 2 _ 2
E(S?%) = - (na o ) o (68)
DEMOSTRACION: Efectivamente, como

E(S?)=E (- (X; — X)2>
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Tal como se ha visto, F(X) = u, de modo que o2 = E((X — u)?) y de la propiedad de

X
no linealidad?* de o2
X " n

de modo que

1 - - 1 " —

BE(S*) = —E (Z((Xi —p)— (X —u))2> =_E (Z(Xi —p)?—n(X —u)2>
i=1 =1
1 (X~ w?) =B (X~ )?) ] = = (no® ~ no%)

n \= n X

y por tanto
-1
E(S2?) = = 2_ 2\ _ I 2
(5%) - (na o ) 0

como se queria demostrar O

Como ya se comenté (seccién 2.6) a veces se define

Definicion 9.6 la varianza muestral corregida o cuasi-varianza

2 =8 =Ly (x Xy (69)

que es un estimador insesgado de la varianza de la poblacion.

La diferencia entre ambos es despreciable para n grandes, en nuestro caso la conside-
raremos despreciable para n > 30.
Aunque se suelen usar preferentemente los estimadores centrados, a veces se suaviza
la condicién (66) y se definen estimadores asintéticamente insesgados cuando
lim E(Q,) =10 (70)
n— oo

Por ejemplo, la varianza es un estimador asintéticamente insesgado de la varianza de
la poblacion.

Ejercicio 9.2.2
Demostrar que el estimador ji,, = %(2X1 + X5+ ...+ X,,) es un estimador
asintoticamente insesgado.

Para valorar la conveniencia o no de un estimador no solamente se toma en considera-
cidn si estd centrado o no, también se valora su error cuadratico medio.

Definicién 9.7 El error cuadrético medio (ECM) de un estimador © es

ECM(0©) = E[(© —6)?]

Es ficil de demostrar que

ECM(®) = 02® — Sesgo(®)?

4 Ver la seccién 5.6 0 mejor atn la ecuacion (64)
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de modo que, aunque para un mismo parametro pueden haber varios estimadores inses-
gados, (por ejemplo para estimar la media se puede usar el estimador X o el estimador
g=>"7Ta;X;condra;=1.),si ©; y O, son dos estimadores insesgados del pardmetro
0 se elige el que tiene menor varianza.

Definicion 9.8 O es un estimador eficiente de 0 si es insesgado y tiene varianza minima

Ejercicio 9.2.3
Demostrar que la varianza® del estimador insesgado X es

K= T (71)

Solucién: Dado que E(X) = u, esté claro que E[(X — E(X))?] = E(YZ) — p?).

E(YQ) _ %EKZXHQ} = %E (ZX? +2XZ-XJ-2!(7:112)!) = % (Z E(X?%) + u’n(n - 1))

de donde se sigue (71).

Ejercicio 9.2.4
Dada X una variable aleatorias normal de media p y desviacion tipica o.

a) Calcular las probabilidades P(X > u) y P(X > p+ o).

b) Sea una muestra de 50 datos sacados de X. Calcular las probabilidades
P(X>pyP(X>pu+o).
Solucién: a) 0.5, 0.15865525003546; b) Dado que X es normal, X también es normal, pero incluso en
el caso que z no fuera normal, como la muestra es grande, podemos entender que la variable aleatoria
o

X sigue una distribucién normal de media E(Y) =W yox =~ de modo que, las respuestas son

n7
P(X>p)=05y P(X>p+o)=P(Z>/n)~ 10713

Hasta ahora se han visto algunos estadisticos para estimar los pardmetros mas habituales
(p, 02), alguno de los estimadores usados (X) se han obtenido de la definicién de media en
estadistica descriptiva, éste es pues un estimador empirico, sin embargo, para estimar la
varianza se ha acordado en usar el estimador S2_; (69) porque se trata de un estimador
insesgado, aunque no coincide con la definicion clasica de varianza. Pero, jcual es el
estimador para la p de una distribucién binomial?

9.2.2  Cldlculo de estimadores (Opcional)

Para encontrar estimadores hay varios métodos: el método de méaxima verosimilitud y el
método de los momentos.

5 Este resultado es valido para muestreos simples, sin embargo para el caso de muestreos sin reposicién se
puede comprobar Spiegel, (Mexico, 1998) que

=

—n
O—

N
X n\ N-1

donde N es el tamaifio de la poblacién
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¢ Método de maxima verosimilitud o de Fisher

Dado que X es una v.a. con funcién densidad f(z,6;) donde 6; son los pardmetros
que caracterizan la distribucién, y dada una realizacién de la muestra {z1,...,z,}
que son n resultados independientes de la variable aleatoria. La probabilidad de que
se dé esta muestra viene dada por

o0 = T] o = . (™)

La funcién g(6;) recibe el nombre de funcién de verosimilitud.

Comentario 6 FEn el caso que la poblacion sea una v.a. continua, para calcular la
funcion de verosimilitud en lugar de usar Py(X = x;) se usa fo(X = x;).

El método consiste en estimar el valor de los parametros 8; que hacen dicha funcién
maxima, o sea, que hacen que la realizacién de la muestra sea méas probable.

Para hacerlo basta con hacer nula la derivada de (72). A veces resulta méas facil
derivar la funcién In(g(6;)) cuyos méximos coinciden con los de g(6;) por ser la
funcién logaritmica mondtona creciente.

Ejercicio 9.2.5
Demostrar, usando el método de maxima verosimilitud que el estimador

de p de variable Binomial es .

p=— 73
‘ (73)
donde ¢ es el nimero de éxitos de una muestra con n individuos.
Solucién: Dado que X puede tomar dos valores, éxito con probabilidad p y fracaso con
probabilidad 1 — p, si de una muestra de n individuos, hay c éxitos, la funcién de maxima
verosimilitud sera

9(p) =p(1-p)" =)
de modo que
dnlo®) _ o, L _g L _g
dp P top

cuya solucién es (73).

Ejercicio 9.2.6
Suponga que usan 10 ratas en un estudio biomédico donde se inyecta un
medicamento con la intencién de aumentar el periodo de supervivencia a un
cancer. Los tiempos de supervivencia son 14, 17,27, 18,12, 15, 20, 18, 16, 15.
Suponga que se aplica una distribucién exponencial y estimar el parametro

Solucién:
DL
9(B) = We K
de modo que
1 1 i
din(g(p)) _ _Q+Z;f —0
dp B B

_ X
- 10

cuya solucién es
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Ejercicio 9.2.7
Demostrar que los estimadores de maxima verosimilitud para p y o2 de
una variable aleatoria normal son respectivamente X y S2

Para ver otros ejemplos consultar por ejemplo Narvaiza et al., 2001b.

¢ Método de los momentos o de Pearson

Este método suele dar peores resultados que el anterior pero és mas sencillo de
aplicar. Consiste en calcular tantos momentos como parametros queramos estimar.

Dada su definicién estadistica

n J
i=1L

B() = =50

como los momentos, en general, dependen de los parametros, se trata de aislar de

la ecuacién (74) el pardmetro deseado.

Ejercicio 9.2.8

Calcular el estimador de la media y la varianza de una distribucién normal.
Solucién:
BE(z)=p  EB(?) =0’ +u?

n n 9 n
Ziﬂ Tio s i-1 % (&ziz1 Ti )2
N - N N

de modo que g =

Ejercicio 9.2.9
Calcular por el método de los momentos el estimador del parametro A de
una distribucién de Poisson.

idne )\ — i=1
Solucién: A = 5

Tabla 9.1: Principales estadisticos para hacer estimaciones puntuales.

Parametro Estimador
2 X = % P
2 a2 _ 1 )2
o o1 =g o1 (Xi — X)
p (Binomial) P = ¢ donde ¢ niimero de éxitos

9.3 ESTIMACION POR INTERVALOS DE CONFIANZA

Hasta ahora sélo se ha inferido el valor de los pardmetros de una variable aleatoria a
partir del cdlculo de unos estadisticos de una muestra, pero no se tiene ningin criterio
que permita saber hasta que punto los datos obtenidos son fiables o no lo son. La
estimacién por intervalos de confianza permite superar esta dificultad. La idea es estimar

un pardmetro ubicandolo en un intervalo

0; <6 <0
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Se procede definiendo dos estadisticos ©; y O, tales que

donde 0 < o < 1. Lo que significa que hay una probabilidad 1 — « de seleccionar una
muestra que contenga 6 entre 0; y ;. El pardmetro 1 — « recibe el nombre de coeficiente
de confianza.

Los estadisticos dependen de la distribucién muestral del estimador puntual (©),
mientras que su valor concreto depende de la muestra.

De modo que 1 — « no mide la probabilidad de que 6 € (6;,65) si no que en realidad
asegura que de 100 muestras posibles, en el (1 — ) %, 6 estarfa en intervalo calculado
con este método.

En las siguientes secciones se va a explicar como hacer estimaciones por intervalos de
algunos casos tipicos. Empezaremos con el ejemplo de estimar la media de una poblacién
con sigma conocida, se trata de un caso poco realista, pero va a servir para ilustrar la
idea que se acaba de exponer con un caso simple.

9.3.1 Estimacion de la media de una poblacion con o conocida

Hemos visto que para estimar la media de una poblacién, el estadistico mas adecuado es
la media muestral X, puesto que se trata de un estimador insesgado, ademds, se ha visto
(71) que la varianza de este estadistico es %2

El teorema central del limite (TCL) asegura que para n suficientemente grande la
variable aleatoria X estd bien aproximada por una distribucién N (u,o/+/n). Como se
comenta en la secciéon 7.2.2 se considera que la aproximaciéon es buena para n > 30,
sin embargo cuando la poblacién es a su vez gaussiana la aproximacién es buena para
cualquier valor de n.5

Veamos con un ejemplo como usar el TCL para realizar esta estimacion. Supongamos
que durante el control de calidad de una empresa que fabrica ruedas para trenes tenemos
que estimar el didmetro medio de las ruedas fabricadas. Para ello se coge una muestra
de 100 ruedas y se mide el diAmetro medio muestral, obteniendo & = 45.2 ¢cm, con una
desviacion estandar de 0.1 cm. En este caso como la muestra es grande vamos a suponer
que le desviacion estandar muestral coincide con la poblacional.

El TCL nos dice que X sigue una distribucién normal N (y,0.1/4/100). La figura
9.1 muestra esta distribucion, la zona blanca representa un 95 % del area, de modo que

para el 95% de las muestras, la media muestral caerd dentro del intervalo marcado.

Evidentemente no sabemos si nuestra muestra concreta se encuentra dentro de este 95 %
o forma parte del 5% restante de muestras.

Lo que se suele hacer es crear un intervalo del mismo tamaifio alrededor de &, no
podemos estar seguros que u estard dentro de este intervalo, no lo estaria en el caso de
tener una muestra especialmente alejada de u, pero tenemos una confianza del 95% en
que va ser asi, pues con un 95 % de las muestras asi seria.

Para el caso, poco comin, en que la muestra sea pequefia y la poblacién no tenga una distribucién
) b

parecida a la normal se puede usar el teorema de Txebyshev (teorema 5.1) para estimar el tamafio del

intervalo de confianza.
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1 1.965/10 P 1+ 1.960 /10

Figura 9.1: De cada 100 muestras en 95 la media estard dentro del intervalo (u—1.96 0/ +v/n, u +

1.96 0/ \/n).

De ahi que en éstos casos para determinar el intervalo de confianza para una coeficiente
de confianza (1 — «) se usan los valores z, /o tales que

X —p
o/\/n

donde z,/9 delimita la zona con area igual a a/2 a su derecha. Es evidente que esta

P(—Za/g < < Za/g) =1—-« (75)

ecuacion es equivalente a

o o
P(Z—z4o——=<p<T+z4p—)=1—«

Vn Vn
de modo que el intervalo superior e inferior son respectivamente

_ g _ o
xi:x—za/gﬁ x5:x+za/2% (76)
Definicion 9.9 El valor % lleva el nombre de error estdandar o incertidumbre estandar
de T

Teorema 9.1 Si se utiliza X como estimador de la media p de una poblacion con
desviacion tipica o, podemos tener una confianza del (1 —«)100% de que el error no

excederd o
Error = z,/9—= (77)

NG

Ejercicio 9.3.1

Un ingeniero repite una mediciéon de una variable fisica X 31 veces y reporta
como resultado T 4+ s/+v/31

a) (Qué nivel de confianza podemos tener que el verdadero valor de X estd
dentro del intervalo dado?

b) ¢Cuél serfa la confianza si el valor reportado fuera Z 4 2s/+/307

¢) Con ayuda de un ordenador genere 100 muestras de 31 individuos con
una distribucién normal N(0,1). Estime el valor de la media como lo hace
el ingeniero. {En cuantas muestras 0 no esta en el intervalo dado?

Solucién: a)68.27 %; b) 95.45 %; ¢) Evidentemente el resultado variard para cada simulacién. En
nuestro caso las muestras obtenidas en son algo peores de lo esperado, pues solo el 61 % contienen el
valor verdadero. La Figura 9.2 ilustra los resultados obtenidos con los intervalos del apartado a) y b).
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5%

39%

61%

95%

Figura 9.2: En el caso T + s/+y/n un 39 % de las muestras no incluyeron el valor verdadero. En el
caso de indicar la incertidumbre como 2s/+/n s6lo el 5 % de las muestras no incluyeron
el 0.

La ecuacién (77) puede usarse para determinar el tamafio que deberia tener la muestra
para que el error estimado de la medida no exceda se uno determinado:

Teorema 9.2 Si se utiliza X como estimador de la media p de una poblacién con
desviacion tipica o, podemos tener una confianza del (1 —«)100% de que el error no
excederd de una cantidad L si el nimero de individuos de la muestra es el siguiente entero

de )
Za/QO'
= —== 78
n— () (79)
Ejercicio 9.3.2

Los pesos en gramos de unos determinados tubos son: 506, 508, 499, 503, 504,
497, 512, 510, 514, 505, 493, 496, 506, 502, 509 y 496.

a) Se supone que estos estan distribuidos normalmente con una desviacién
tipica de 5 g. Obtener los intervalos de confianza al 90 %, 95 % y 99 % la
media de estos tubos.

b) Determinar el tamano muestral necesario para que con o = 0.05 la
longitud del intervalo esa menor o igual a la unidad.

Solucidn: a) Si se calcula la media se obtiene & = 503.75, esta variable aleatoria estd distribuida
normalmente con oz = 5/v/16. Hay que encontrar z; y zs tal que P(z; < Z < z5) = 0.90,0.95,0.99,
X—p
o/V16

Considerando un intervalo serd simétrico, se busca z,/o tal que P(—z4/2 < Z < zq4/2) =
0.90,0.95,0.99. Con ayuda de un ordenador o de la tabla del apéndice A, se obtienen, respectivamente
2qy2 = 1.65,1.96,2.58, y usando (76) se encuentran los intervalos (501.7,505.8), (501.3,506.2) y
(2005.,507.0)

b) Para responder a la segunda pregunta, basta con usar (78) obteniéndose

Za/20\ 2 1.965\ 2
n= =(—=——) =384.1600 - n > 385
L/2 0.5

para hacerlo se tiene en cuenta que Z = es una variable aleatoria normal tipificada.

Ejercicio 9.3.3
Una muestra al azar de 50 notas de matematicas, revela que la media es 7.5 y
que la desviacion tipica es 1.

a) ;Cuéles son los limites de confianza 95 % para estimaciones de la media
de las notas?



INFERENCIA ESTADISTICA

b) {Con qué grado de confianza podriamos decir que la media es 7.5+ 0.17

Solucién: a) p=7.5+0.28 b) z,/2 =0.707 — (1 —a) = 0.52)

Ejercicio 9.3.4

De una poblacién infinita de desviacion tipica 4, se ha cogido una muestra de
tamaifio 250 cuya media muestral es 7.4

a) Dar una estimacién por intervalos de la media con un coeficiente de
confianza del 99 %

b) {Cudl deberia ser el valor de n para que p = 7.4 £0.47

2
Solucién: a) z, /2 = 2.58, de modo que p = (6.75,8.05)  b)n = <%T/W) = (Q'Si‘4)2 =~ 666

9.3.2 Estimacion de la media de una poblacion, con o desconocida

Hasta ahora se ha supuesto que se conocia la varianza de la poblacidn, pero esta situacién
no siempre se da, en muchos casos sera necesario usar la propia muestra para estimar la
varianza de la poblacién. El estimador usado para tal propésito suele ser el estimador
insesgado S2_; (69) sin embargo, en este caso, la convergencia de la X a una normal
no es muy rapida, porque s no es necesariamente cercana a o, por lo que se suelen usar
otras aproximaciones:

En particular para el caso que X sea una variable aleatoria N(u, o), la variable

X4 X-u
= v Sa/vn=1 (79)

tiene una distribucién ¢ de Student con v = n — 1 grados de libertad”.
Se puede demostrar que esta variable aleatoria es simétrica y tiene

-1
uw=20 o=" 3 para n > 3
n_

En este caso los limites del intervalo vienen dados por

— S = S
T; =1 — tn,l,a/gﬁ Ts =T+ tnfl,a/2ﬁ (80)

Los valores tipicos de t, ,/2 se pueden encontrar en la tabla del apéndice B, aunque
también es posible usar algtin software para calcularlos, como se explica en el capitulo 11.

Definicion 9.10 El valor % lleva el nombre de incertidumbre estandar estimada
de T.

Comentario 7 Aunque el resultado (80) es wvdlido sélo cuando X estd normalmente
distribuida se puede usar el resultado como aprorimacion para distribuciones en forma
de campana.

Para este tipo de distribuciones, los datos atipicos son muy extranos, por lo que no
conviene usar la distribucion t cuando la muestra contenga datos atipicos.

La distribucién ¢ de Student debe su nombre al seudénimo que usaba su descubridor el britdnico William
Sealey Gosset en 1908. Un estadistico que trabajaba en las destilerias de Guinness en Dublin que habia
prohibido a sus empleados publicar cualquier resultado por temor a que se violaran secretos industriales.
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La Figura 9.3 muestra la funcién densidad de probabilidad de varias variables t de
Student con grados de libertad v = 5, 15 y 30. Como se puede observar, muestras con
n > 30, esta variable aleatoria es casi indistinguible de la normal.

I

N(0,1)

— — —tstudent(v = 5)
tstudent(v = 15)
tstudent(r = 30)

S e et R

Figura 9.3: Graficas de la funciéon de densidad de la variable aleatoria ¢ de Student para distintos
grados de libertad en comparaciéon con N (0, 1)

Comentario 8 Para el caso que la muestra sea superior a 30 la distribucion t de
Student y la normal son practicamente iguales, pero para los otros casos la diferencia es
significativa.

Ejercicio 9.3.5

Un metalirgico estudia un nuevo proceso de soldadura. Fabrica cinco uniones
soldadas y mide la resistencia producida por cada uno. Los cinco valores (en
ksi) son 56.3, 65.4, 58.7, 70.1 y 63.9. Suponga que estos valores son una muestra
aleatoria de una poblacién aproximadamente normal y determine un intervalo
de confianza para la media de la resistencia de las soldaduras hechas por este
proceso con un nivel de confianza del 95 %.

Solucién: X = 62.88 y § = 5.48 como 57?/% =1tn—1y n =5, en la tabla vemos que t4,0.025 =
2.7765 de modo que p = 62.88 £ 2.7765 - 54.8/v/5 = 62.88 + 6.81

9.3.3 Estimacion de la varianza de una poblacion

Como se ha visto el estimador puntual para la varianza de la poblacion es la quasivarianza
o varianza muestral (69), pero ahora nos interesa hacer une estimacién por intervalos,
para ello como en el caso de la media se usara una variable aleatoria auxiliar.

En el caso que X sea una variable aleatoria N (yu, o) la variable Z? = (%)2 es una

variable x? con 1 grado de libertad. En el caso que X7, ..., X,, sean variables aleatorias
independientes N (u, o) entonces

n (Xi—u>2_ )
E — =X
1 o

es una variable aleatoria 2 con v = n — 1 grados de libertad. Se puede demostrar que
para esta variable
nw=n o=2n
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0.12

0.1

0.08

0.06 -

0.041

0.02-

.
30 35

Figura 9.4: Gréfica de la funcién densidad de probabilidad de la distribuciéon X%-

Comentario 9 A diferencia de lo que pasa con la distribucion normal o la t de Student,
la X% no es una distribucion simétrica. Ver figura 9./.

Como
z”: <XZ- — j>2 (n—-1)82_,
T o o2
entonces,
(n—1)82_
Xno1 =5 (81)

de modo que la distribuciéon x cuadrado es la usada para determinar los intervalos de

correspondiente a la varianza muestral. Efectivamente, con ayuda de las tablas del anexo

8

C, o con algtn software®, se pueden encontrar los valores criticos tales que

(n—1)S2_
P <X%o¢/2 < Tnl <Xap|=1-a

2 2
X1 /2 X{y/2

Figura 9.5: Las tablas permiten determinar los valores de x? que tienen &reas /2y 1 — /2 a
su derecha.

y por tanto

8 Ver explicacion en el capitulo 11.
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(”— 1)5721—1 S 02> (n— 1)5721—1

2 2
X1—a/2 Xa/2
2

P =1—«

Esta dltima expresién® prueba que, si s es el valor de estimador de la varianza de una
muestra de tamarfio n de una poblacién normal, el intervalo de confianza de (1 — a)100 %

para o es
-1 2 -1 2
e [0 ()
Xa/2 X1—a/2

(82)

El hecho que la x? sea una distribucién asimétrica impide poner es este intervalos
como S?+ incertidumbre de la medida.

Los limites del intervalo de confianza para la desviacion estidndar o son las raices de
los valores dados en (82).

Ejercicio 9.3.6
Una agencia de alquiler de coches necesita estimar el nimero medio de ki-
lémetros que realiza su flota de automéviles. Para ello, en varios dias toma

recorridos de 61 vehiculos de su flota y obtiene que la media muestral es 165
km/dia y que S,—1 = 6 km/dia.
a) Construir un intervalo de confianza para la media a un nivel de confianza

del 95 %.

b) Construir un intervalo de confianza para la varianza a un nivel de confianza

del 90 %.

c¢) Construir un intervalo de confianza para la desviacién tipica a un nivel
de confianza del 90 %.

Solucién: Como n = 61 > 30 a pesar de ser desconocida la o de la poblacién se puede usar la

distribucién normal para determinar el intervalo: p € [T & 242 %] = [163.4943, 166.5057], ya que
Zg/2 = 1.96. Si se usara la t-Student, se obtendria p € [Z £t4/2,—1 ﬁ} = [163.4633, 166.5367], ya
que ty/2,n—1 = 2.0003.

n—1)st (n—1)s*

Para la varianza, el intervalo serd o2 € | (2 ,

Xa/2n—1 X1—a/2,n-1
— — 2 — 2 —

a=01yn=61, Xi—a/an-1= 43.188 y X(a)/2,n—-1 = 79.082.

Para estimar la desviacién tipica se calcula la raiz del intervalo de la varianza; [6.75,9.13].

| = [45.52,83.36], ya que con

9.3.4 Estimacion de la diferencia entre dos medias

En ocasiones en lugar de estimar un pardmetro de la poblacién se trata de evaluar las
diferencias entre dos muestras que presumiblemente corresponden a dos poblaciones
{X,Y}. En esta situacién, se estudiaran varios casos. Uno de ellos es la diferencia de
medias (ux — py ). El estimador puntual es X — Y, es decir, en este caso, se toman 2
muestras distintas, una de cada poblacién, con nx y ny elementos respectivamente, y se
calcula  — 7.

Como se ha visto anteriormente, en el caso que las muestras sean grandes o siendo
pequeiias en el caso de que las poblaciones sean normales, la variable aleatoria X sigue

En algunos textos, los simbolos XZ/2 y X?—a/Q se usan para determinar los puntos con dreas a/2 y

1 — «/2 a su izquierda, con lo cual habria que intercambiar las expresiones de los extremos del intervalo.

Por ejemplo la funcién chi2inv(p,nu) de Matlab, da el valor de X%—l que delimita el drea p a su
izquierda.
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una distribucién normal y la combinacién lineal de variables normales es normal, por lo
que

X Y =~ N(ux — py, ,/UQY—FU}Q-,) = N(ux — py, \/Ug(v/nx + 0% /ny) (83)
Como en el caso de la estimacion de la media, se puede usar esta aproximacion para
dar un intervalo de confianza al (1 — «)100 %, para la diferencia de medias

wx — py € {E—g—za/z\/ag(/nx+U%/ny,3’c—g+za/2\/0§(/nx+052,/ny (84)

donde z,,4 es el valor de la normal tipificada que deja un 4rea «/2 a su derecha.

En el caso, muy probable, que las desviaciones estandar de las dos poblaciones sean
desconocidas, si las muestras son suficiente mente grandes se suele substituid o; por s;,
es decir se asume que la estimacién puntual de la desviacion estandar, es suficiente mente
buena para calcular el intervalo e confianza de la diferencia de medias, i.e.,

hx — py € [aﬁ—y—za/g\/s&/nx+s%/ny,a‘:—y+za/2\/s§</nx+s§,/ny (85)

Ejercicio 9.3.7

Se ha desarrollado un diseno nuevo de foco que se piensa durard mas que el
diseno viejo. Una muestra aleatoria simple de 64 focos nuevos tiene un tiempo
de vida promedio de 578 horas y una desviacién estandar de 22 horas. Una
muestra aleatoria simple de 144 focos viejos tiene tiempo de vida promedio de
551 horas y desviacion estandar de 33 horas. Se quiere encontrar un intervalo
de confianza de 95 % para la diferencia entre la media de los tiempos de vida
de los focos de los dos disenos.

Solucién: F, — F, ~ N(578 —=551,0p ) con op _p = V/222/64+33%2/144 = 3.89 de

modo que tenemos una confianza del 95% en que pp, —F, = 27 £1.96-3.89 = 27 £+ 7.62

En el caso de que las muestras no sean grandes, y en el caso muy probable de que las
varianzas de las poblaciones X e Y sean desconocidas estas, se pueden substituir por su
estimacion puntual sx y sy, pero en este caso en lugar de usar la distribucién normal se
usara la distribucion ¢:

X -V — (ux — py)
\/S§</nx+8%/ny

donde t, 4,9 es el valor de la distribucién ¢ con v grados de libertad, que deja un area

(s%/nx + sy /ny)?

(s% /nx)? + (s2 /ny)?
nx—1 ny —1

(86)

~t, V=

a/2 a su derecha. El valor de v asi calculado raramente serd entero, de modo que se
suele redondear al entero mas cercano.

En resumen, se puede estimar la diferencia de medias de las dos poblaciones con un
nivel de confianza 100(1 — «) con el siguiente intervalo:

a?—git,,@/Q\/s%(/nX%—s%/ny (87)



9.3 ESTIMACION POR INTERVALOS DE CONFIANZA

donde v se obtiene de (86).

Existe un caso particular, en el que esta ultima expresion se puede simplificar un poco.

Esto se da cuando las dos poblaciones tienen la misma desviaciéon estandar. En este caso,
el intervalo para la diferencia de las medias se calcula de la siguiente manera:

T—gEt, 005V 1/nx +1/ny v=nx+ny —2 (88)

pero, la desviaciéon estandar comun s,, se calcula usando las desviaciones muestrales con
la siguiente ecuacion:

2 — (nX _ 1)8,%( + (nY _ 1)‘9%/ (89)
p ny +ny —2
Para poder usar las expresiones (88) y (89) deberiamos saber que las dos poblaciones
tienen la misma varianza, pero lo normal, es que de las poblaciones lo inico conocido sea
la informacién extraida de las muestras, de modo que, lo que se suele hacer es estimar el

cociente de las varianzas.

9.3.5 Estimacion del cociente de varianzas

Cuando se tienen dos muestras de dos poblaciones distintas X e Y, a veces se quieres
valorar la posibilidad de que estas tengan la misma varianza, en este casos, en lugar de
analizar la diferencia de las varianzas se estima el cociente de las mismas. El estimador
puntual para ox /oy es el cociente de filas varianzas mustrales sx /sy.

Para hacer una estimacién por intervalos de este cociente se usa una nueva distribucion
auxiliar, se trata de la distribuciéon F' de Snedecor, en honor al matematico estadounidense
que trabajé en el ambito del andlisis de varianza y diseno de experimentos a principios
del siglo XX.

Para poder hacer una estimaciéon por intervalos se usa la siguiente igualdad

2 ¢2
_ oy Sx

90
%52 (50)
donde F' es la distribucién F' de Snedecor con grados de libertad vy = nx — 1y
o = ny — 1 siendo n; el tamafio de las muestras tomadas de cada poblacién.
Usando esta ecuacién, es evidente que

0.2 SQ
P (Fl—a/2 (Vl,l/l) < )2/75)2( < Fa/2 (Vl,V2)> =1—-«a (91)
IXPY

donde como es habitual Fy, /5 (v1,12) es el valor de la distribucién F' con grados de libertad
11 y vo que deja un drea «/2 a su derecha.

Teniendo en cuenta que Fy_, /o (v1,12) = es evidente que

1
Foy2(va,v)

52 1 o2 52
p (5% ox _Sxp —1- 92
(512/ Fops (vi,v2) 02 5202 (2,1) “ 52)
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Flfa/Z Fa/2

Figura 9.6: Ejemplo de la funcién de densidad de probabilidad de una distribuciéon F' de Snedecor.

De modo que el intervalo de confianza para el cociente de las varianzas viene dado por

21 2

S Fan ) 50 ’ 93
512/ Foyo (vi,12) 5’}2/ /2 (v2,11) (93)

0%
oy
9.3.6 Datos Pareados

Hay algtn tipo de estudios en los que se comparan dos poblaciones con datos muy
dispersos pero pareados, veamos un ejemplo: consideremos un estudio realizado por
una compania de taxis que tratara de decidir si el uso de llantas radiales en lugar de
llantas regulares mejora la economia de combustible. Pare ello se seleccionan una serie
de vehiculos para hacer mediciones, pero es evidente que el consumo de dependera del
vehiculo, del conductor y del recorrido seleccionado para hacer las medidas, una manera
de filtrar el efecto de estos factores y poder decidir sobre la conveniencia o no de cambiar
as llantas es hacer un estudio pareado: para cada vehiculo se selecciona un recorrido y
un conductor. Este realiza las mediciones de consumo con los dos tipos de llantas, de
modo que para cada muestra tendra sentido analizar la diferencia de consumo, ya que los
factores ajenos al estudio afectan a las dos medidas.

De algiin modo podemos decir que tenemos una tnica muestra a la que se le han
hecho dos “tratamientos”, o podemos decir que tenemos 2 muestras, pero en la que cada
individuo de una le corresponde un tnico individuo de la otra, y por tanto estas muestras
no son independientes la una de la otra. Otro ejemplo tipico de este tipo de datos es
el andlisis de los efectos de un tratamiento sobre una poblacién, podemos considerar
una muestra y medir el pardmetro X al que se supone que afecta la medicacién antes y
después del tratamiento, en este caso para cada individuo tendriamos 2 medidas, una
“antes” y otra “después” del tratamiento.

En el caso de tener 2 muestras pareadas, justamente por el hecho de que la diversidad
de los individuos afecta a la dispersién del resultado, en el ejemplo de los taxis, el efecto
del coche, conductor y recorrido, no tiene sentido analizar la media del “antes” y el
“después”, llanta radial versus llanta regular, pero si lo tiene ver la media de las diferencias,
es decir para cada trio, (coche, conductor, recorrido) calcular la diferencia de consumo
con y sin llanta radial, de modo que, para cada individuo de la muestra se calcula la



9.3 ESTIMACION POR INTERVALOS DE CONFIANZA 103

diferencia de los datos, obteniendo una tinica muestra de diferencias, D = {d1,do, ..., d,}.
En este caso, para dar un intervalo de confianza a la media de las diferencias up, se
usaran las mismas férmulas que para el caso de la media de una tnica poblacién:

~ SD - SD
up = |D — tn—l,a/Q%aD + tn—l,a/Q% (94)

Ejercicio 9.3.8
Consideremos que se hace el estudio sobre llantas mencionado en esta seccién.
Se equipan 12 autos con llantas radiales, cada vehiculo es conducido por
su conductor sobre un recorrido de prueba. Sin cambiar de conductores, los
mismos autos se equipan con llantas comunes y realiza de nuevo el recorrido
de prueba. El consumo de gasolina se registra en la tabla siguiente. Calcule un
intervalo de confianza al 95 % para up

litros por kilémetro

Coche Llanta radial Llanta regular

1 4.2 4.1
2 4.7 4.9
3 6.6 6.2
4 7.0 6.9
) 6.7 6.8
6 4.5 4.4
7 5.7 5.7
8 6.0 5.8
9 7.4 6.9
10 4.9 4.7
11 6.1 6.0
12 5.2 4.9

Solucién: Como se trata de datos pareados, calculamos la diferencia de la columna 2 y 3, luego calcu-
lamos la media de las diferencias D = 0.1417 1/km y la desviacién estdndar muestral sp = 0.1975 1/km.
Como la muestra es menor de 30, suponiendo que la diferencia sigue una distribucién normal, podemos
usar la siguiente expresién para definir el intervalo de confianza: [D —tn_1,a/2 S\/—%, D+ th—1,a/2 9—\/%} s
como t11,0.025 = 2.201 podemos decir que tenemos una confianza del 95 % que pp = [0.016,0.267],

es decir, up > 0 lo que significa que, en general, el consumo es mayor con las llantas radiales.

9.3.7 Intervalos de confianza unilaterales

En la tabla 9.2, se pueden observar las formulas dadas para el calculo de intervalos de
confianza mencionados, como veremos en el capitulo siguiente estas férmulas y pequenas
modificaciones de las mismas se usan para ayudar a los ingenieros y cientificos para tomar
decisiones.
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Tabla 9.2: Resumen de los principales intervalos de confianza al (1 — «)100 %.

Parametros Condiciones Intervalo
1 o conocida o n>30 [f — Za/Q%, T+ 24/2 %}
7 o desconocida, n <30 [' — tn,l,amﬁ, T+ tn,l’a/gﬁ}
o? Poblacién normal {("21)32, W}
Xas2 ~ Xi-a/2
1 — W2 01,09 conocidas o 1 — T2 % 242 \/a%/nl + ag/ng

ny,ng > 30

1 — 2 01,09 desconocidas Ty — Tty o/24/ 8%/711 + s%/ng

1 — o 01 = 09 desconocidas Ty —ToEly, 1ny—2a/25V1/n1 +1/n2

1135) Datos pareados {D — tn,l,a/gs—\/’%, D+ th—1.a/2 S\/—%}
o2 . S2 1 S2
% Poblaciones normales {S%Fa/g(mlnzl)’ ﬁFa/z (ng—1,n1 — 1)]
2 2 s% + s% 2
§2 — (n1—1)s1+ (n2—1) 53 _ (771 772)
p ny+ng — 2 ’ (sf/m)2 (S§/n2)2
ny—1 na—1

Las modificaciones mas relevantes van a consistir en realizar estimaciones no centradas,
es decir, en estimar con intervalos abiertos. En lugar de estimar el pardmetro 6 dentro de
un intervalo cerrado con una confianza del x %, 6 € [0;,f, Osup), se pueden usar intervalos
abiertos

PO;<0)=1-a

de modo que 6 € [0, f,00), 0 para el otro intervalo, § € (—00, Ogup)
PH<®,)=1-a

En general los cambios que hay que hacer para determinar estos intervalos son
evidentes.

Ejercicio 9.3.9

Sigamos con el ejemplo anterior (Ejercicio 9.3.8). Estimar pp con un intervalo

abierto por la derecha, con una confianza del 95 %.

Solucidn: En este caso, para determinar el valor de ¢ que marca el limite del intervalo, se buscara
aquel punto con un drea de 0.95 a su derecha. Como la distribucién ¢ es simétrica, t11,0.95 = —1.796,
de modo que tenemos una confianza del 95 % que pp = [0.0393, c0)
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El otro intervalo lateral serfa pp = [—00,0.244), lo cual es un resultado poco interesante, en
tanto que el intervalo incluye el 0, y por tanto no aporta informacién clara sobre si es bueno para la

reducciéon de consumo el uso de llantas radiales.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

9.1

9.2

9.3

9.4

9.5

En una cadena de autoservicios, el nimero de clientes que tiene cada una de las
tiendas sigue una distribucién normal, de media p = 5000 y desviacién tipica o = 500.
Se escoge una muestra de 25 tiendas.

a) ;Cudl es la probabilidad que la media muestral salga menor que 50757

b) Diga con una probabilidad del 95 % entre que valores estard la media muestral.
Solucién: a) 0.7734; b) [4804,5196].

Calcular los intervalos de confianza de la media de la poblacion en los siguientes casos

z o | Sy | Sno1 | S2 182, | n | Normal? | Confianza( %)
15.3 | 3.1 50 si 95
153 | 3.1 10 s 95
15.3 3.1 41 ? 95
15.3 9.61 | 10 si 95
254.9 51.8 26 s 99
210 20 13 s 99
15 4 150 ? 99

Solucién: I; = [14.4407,16.1593]; I> = [13.3786,17.2214];I3 = [14.3738,16.2262]; I, = [13.0824,17.5176];
Is = [226.5830, 283.2170]; Is = [206.3072,213.6928]; Iy = [14.6310, 15.3690]

. Cuantos elementos deberia tener la muestra en el segundo y tercer caso para que el
intervalo se redujera a la mitad sin cambiar el coeficiente de de confianza? Solucién: a)
40; b) =~ 157

Para estimar al didmetro medio de los ejes que fabrica una maquina se escoge una
muestra de 10 ejes, obteniéndose lo siguientes resultados en cm:

2.02,1.98, 2.04, 1.99, 2.05, 2.00, 2.02, 1.98, 2.03, 2.00

Suponer que el didmetro sigue una distribucién normal.

a) Hallar con un coeficiente de confianza del 95 % el intervalo de confianza para la
media.

b) Suponiendo que o = 0.025 cm, hallar con un coeficiente de confianza del 95 % el
intervalo de confianza para pu.

Solucién: I, = [1.99,2.029]; T, = [1.995,2.026]

Se tiene una poblacién normal, de media y varianza desconocidas. Se escoge una
muestra de 26 elementos y se obtiene

T =1905 s%= 38025



9.6

9.7

9.8

9.9

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

a) Hallar el intervalo de confianza para la media con una confianza del 95 %.

b) Hallar el intervalo de confianza para la varianza con una confianza del 95 %.
Solucién: Ij)95 = [1826.2,1983.8]; I2;)° = [23388, 72458]

La desviacion estandar en la medida de una pieza concreta es ¢ = 1 mm. Se desea
determinar la media en un intervalo de confianza de 3 mm de longitud con un
coeficiente de confianza del 95 %. ;Cuantos elementos deber tener la muestra?

Solucién: n = (z4,/20/1.5)% ~ 2

Se toman 25 elementos de una poblacién con o; = 5 y se obtiene que £1=80, de
otra poblaciéon con o9 = 3 se toman 36 elementos, obteniéndose Zo = 3 Calcular el
intervalo de confianza al 95$ para la diferencia de medias.

Solucién: (2.81,7.19)

Se han analizado la concentracién en metales de dos subsuelos distintos, del primero
se han tomado 15 muestras obteniéndose una media de 3.84 g/m? y una desviaciéon
tipica de 3.07 g/m3. De la segunda zona se han extraido 12 muestras y los resultados
han sido una media de 1.49 g¢/m? y una desviacién tipica de 0.80 g/m?3. Calcular el
intervalo de confianza al 95 % de la diferencia en la concentracién de metales. Suponer
que ambas poblaciones son normales.

Solucién: (0.600, 4.10)

Un investigador de la UCLA afirma que la vida promedio de un ratén se puede pro-
longar ocho meses méas cuando las calorias de su comida se reducen aproximadamente
40 % desde el momento en que se destetan. Las dietas restringidas se enriquecen a
niveles normales con vitaminas y proteina. Suponga que se alimenta una muestra
aleatoria de 10 ratones con una dieta normal y tiene una vida promedio de 32.1 meses
con una desviacién estandar de 3.2 meses, mientras que una muestra aleatoria de 15
ratones se alimenta con la dieta restringida y viven un promedio de 37.6 meses con
una desviacién estandar de 2.8 meses. Suponga que las distribuciones de las vidas
con las dietas regular y restringida son aproximadamente normales.

a) Calcula el intervalo de confianza de las medias de las vidas de los dos grupos de
ratones con un nivel de confianza del 95 %.

b) Calcula el intervalo de confianza de las varianzas de las vidas de los dos grupos de
ratones con un nivel de confianza del 95 %.

¢) {Qué podemos decir sobre estas varianzas?

d) Estima la diferencia de las medias con un nivel de confianza del 98 %.

Solucién: a) I0,%° = [29.811,34.389], I0:95 = [36.049, 39.151];b) 10:%5 = [4.84,34.1], 1995 = [4.20,19.5] c) del

apartado anterior como los intervalos se solapan podemos asumir que son iguales, con una confianza del 95 %.
2

Pero para hacerlo al 98 % de confianza, podemos estimar el cociente: %, € [0.40698, 4.9606], como el 1 estd
2

dentro del intervalo podemos decir que es aceptable que las sigmas sean iguales. (:)I;)L'lg_gu2 = [—14.46, 3.4597]
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9.10 Se investiga la resistencia a la tensién de ruptura del hilo proporcionado por dos
fabricantes. De la experiencia con los procesos de los fabricantes se sabe que

Una muestra aleatoria de 20 especimenes de prueba proveniente de cada fabricante

arroja como resultados

a)

X; =88
Xy =091

Encuentra un intervalo de confianza del 90 % para la diferencia de las medias de
la tension de ruptura.

. Existe alguna evidencia que apoye la afirmacién de que el hilo del fabricante 2
tiene una mayor resistencia media?

Supongamos que queremos construir un intervalo de confianza del 90 % para
11 — e de modo que el error al estimar esta cantidad sea menos que 1.5 ;Cudl es
el tamafio de la muestra que se debe tomar de cada poblacion?

Solucién: a)(-5.355,-0.645)b) como el 0 no estéd en el intervalo, la respuesta es no con una confianza del

90 %. c) el tamano deberia ser de 50

Un experto en eficiencia desea determinar el tiempo promedio que toma perforar
tres hoyos en cierta placa metélica. ;De qué tamafio debe ser una muestra para
tener un 95 % de confianza en que esta media muestral estard dentro de 15 segundos
de la media verdadera? Suponga que por estudios previos se sabe que o = 40
segundos.

Solucién: 28
Un articulo publicado en Nuclear Engineering International describe varias carac-
teristicas de las varillas de combustible utilizadas en un reactor propiedad de una

empresa noruega de electricidad. Las mediciones notificadas sobre el porcentaje
de enriquecimiento de 12 varillas son las siguientes:

294 275 2775 281

290 290 2.82 295
3.00 295 3.00 3.05

Encuentra un intervalo de confianza del 99 % para el porcentaje promedio de
enriquecimiento. ;Estas de acuerdo con la afirmacién de que el porcentaje promedio
de enriquecimiento es del 2.95%? ;Por qué?

Solucién: (2.81,2.99)



TEORIA ESTADISTICA DE LA TOMA DE DECISIONES

Una de las principales tareas por las que se contrata un ingeniero o a un cientifico es
que este tome decisiones comprometidas, y que lo haga con cierto rigor, evaluando
los riesgos que conciernen a dicha decision. En este capitulo se explica una de las
técnicas que usan estos ingenieros y cientificos para realizar esta tarea, pero para ello
vamos a introducir un léxico técnico apropiado.

En la practica es frecuente tomar decisiones relativas a una poblacién sobre la base de
la informacién obtenida de una o varias muestras. Tomar una decisién es en realidad,
aceptar o rechazar una proposicion relativa a la poblacién como puede ser el valor de
su media, o el tipo de distribuciéon que sigue. Estas proposiciones reciben el nombre
de hipdétesis estadisticas.

En este capitulo se supone que la distribucién es conocida salvo el valor de uno
o varios parametros, de modo que, para nosotros, una hipétesis estadistica hace
referencia a los pardametros de la distribucién de probabilidad que sigue la poblacion.

Definicion 10.1 Una hipotesis estadistica es una proposicion sobre umo o mds
pardmetros de una o varias poblaciones.

El valor de dichos parametros se conjetura en funcién de la experiencia que se tienen
sobre la poblacién o experimentos previos que la analizan, en funcién de un modelo
tedrico que la describe o sencillamente porqué son los deseados para una poblacién.
En cualquiera de estos casos se conjetura un valor o rango de valores y luego se
realiza un contraste de hipaétesis, o test de hipdtesis, con el objetivo de validar o
rechazar dicha conjetura.

Para realizar este contraste, lo que se hace es recoger informaciéon de una o varias
muestras aleatorias de la poblacién o poblaciones estudiadas, si esta informacién
es consistente con la hipotesis, esta sera aceptada y, si no lo es, sera rechazada. En
cualquier caso, es importante resaltar que la hipdtesis versa sobre propiedades de
la poblacién y no sobre la muestra concreta usada para su contraste. Como se vera,
hay una relacién muy estrecha entre esta técnica de para tomar decisiones y la de
definir intervalos de confianza, por ejemplo, en el ejemplo 9.3.8 podriamos tener que
tomar una decisién sobre si merece o no la pena cambiar las llantas de los vehiculos
de alquiler con el objetivo de reducir el consumo (es decir, contrastar si jes up < 07),
el intervalo obtenido nos inclina a pensar que efectivamente se trata de una mala
idea cambiar de llantas para conseguir dicho objetivo (Tenemos cierta confianza en

que pup > 0).
Definicion 10.2 Se llama hipétesis nula Hy a la que hipétesis que se va a contrastar.

Para aceptar o rechazar una hipétesis se usa un estadistico de contraste, que permita
tomar una decisiéon a partir del valor obtenido con una muestra, de modo que
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dicho estadistico definirda una regién de aceptacién de Hy y una o varias regiones de
rechazo. Cuando se rechace Hy, se tomara por buena una hipétesis alternativa
H,. Normalmente la hipdtesis nula serd una hipotesis simple, tipo p = g, mientras
que Hp serda compuesta, tipo p #£ o, < fig O fb > Q-

En cualquier caso, el rechazo o validaciéon de una hipétesis siempre esta sujeto a un
error, a menos, claro estd, que se analice la poblacién en su totalidad. Un test de
hipétesis debe evaluar estos errores. En estas condiciones se presentan las siguientes
posibilidades:

Decision H, verdadera Hj falsa

Aceptar Hy  No hay error Error tipo II (5)
Rechazar Hy Error tipo I () No hay error

Normalmente el error de tipo I recibe el nombre de nivel de significaciéon y se
representa con «, (su complementario corresponde al nivel de confianza en la decisién
de rechazar Hy). El error de tipo II, que se designa con (3, es més dificil de controlar,
para evaluar-lo deberfamos saber el verdadero valor del pardmetro que se contrastal.

Cuando se rechaza la hipdtesis nula se hace en virtud de ciertas evidencias mues-
trales, se ha evaluado «, y por tanto, se tiene confianza en la decisién tomada, sin
embargo, cuando las evidencias no permiten rechazar Hy, no se pueden descartar
otras alternativas, de modo que en la mayoria de los casos el objetivo del contraste es
rechazar la hipotesis nula en favor de una H;. Es decir, a menudo se presenta como
H; la hipdtesis que quiere ser probada por el analista, a la que se llega después de
rechazar Hy.

En general, cuando uno de los errores disminuye el otro aumenta, salvo en el caso que
el método usado para disminuir los errores sea aumentar el tamafo de la muestra.

Para hacer un contraste de hipdtesis los pasos a seguir siempre son los mismos:
(a)

(b) Establecer la hipdtesis nula Hy.
()

(d

(e
(f)

(g) Calcular el valor del estadistico para una muestra de la poblacién a estudio.
(h)

Identificar el parametro poblacional de interés.

Establecer la hipdtesis alternativa apropiada H;.

) Seleccionar un nivel de significacién .
) Establecer el estadistico de prueba adecuado.

Establecer la region critica para ese estadistico y el nivel de significacién elegido.

Decidir sobre la aceptacién o rechazo de la hipétesis nula.

El hecho de que se acepte o se rechace la hipdtesis nula depende exclusivamente de
a, puede que, con el mismo valor experimental del estadistico, otra persona decidiese
tomar otra decisién, para ello es habitual presentar ademds el p-valor asociado al
valor experimental obtenido

! Para ver como estimar el error tipo II ver el ejercicio 10.1.2.



10.1 CONTRASTES DE HIPOTESIS SOBRE LA MEDIA DE LA POBLACION

Definiciéon 10.3 Llamamos p-valor al error de tipo I asociado al contraste de hipd-
tesis si el valor obtenido del estadistico fuera el que delimita la zona critica.

El conocimiento del p-valor permite, en muchos casos, reforzar la confianza en la
decision tomada. Para ilustrar esta afirmacién, ver el ejemplo al final de la siguiente
seccion.

A continuacién veremos algunos casos concretos sobre como plasmar lo mencionado
hasta ahora.

10.1 CONTRASTES DE HIPOTESIS SOBRE LA MEDIA DE LA POBLACION

Para contrastar el valor de la media de una poblacién con un nivel de significacion «,
T—p

o/\/n

Hy es = o y el estadistico de contraste serd z = . En el caso que la varianza

. s e . T—p

no sea conocida se usa el estadistico t,—1 = N

e En el caso que Hy sea i # g, el contraste es bilateral entonces se determinara
Zo/2 de modo que si z € (—z4/2, 2q/2) se acepta Hy. El valor de z,/o se obtiene
de la tabla del apéndice A, de modo que el area de la curva normal a la derecha
de este valor sea a//2.

W= Zap0 /N T Wt Zap20 /0

Figura 10.1: Area de aceptacién de Hy en un contraste bilateral.

En la figura 10.1, se ha dibujado la N(ug, o) correspondiente a la aceptacion de
la hipétesis nula, se ha encontrado z,/2 que determina los limites de aceptacion
de Hy y se ha marcado una hipotética & que implicaria la aceptacién de Hy.

Si este fuera el resultado de un contraste deberiamos decir que no tenemos
pruebas suficientes que permitan rechazar Hy por lo que no nos queda maés
remedio de aceptarla como valida.

Si, por el contrario, T hubiese caido en alguna de las zonas azules el resultado
del test seria que tenemos una confianza del (1-«)100 % de que Hj es falsa y por
tanto, aceptamos Hp. La probabilidad de que, siendo Hy cierta, T caiga en la
zona azul es a.

e En el caso que H; sea u < pg, el contraste es unilateral por la izquierda y
se determinard —z, de modo que si z > —z, se acepta Hp, y en caso contrario
se rechaza.

De nuevo en esta caso, en la figura 10.2, de ha marcado una & que implicaria el
no rechazo de Hy.
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Aceptar H,

W= za0//n T

Figura 10.2: Area de aceptacién de Hy en un contraste unilateral.

e FEn el caso que Hj sea u > pg, el contraste es unilateral por la derecha y
se determinard z, de modo que si z < z, se acepta Hy, y en caso contrario se
rechaza.

Veamos con un ejemplo lo que se acaba de explicar: Suponga que una empresa que
vende tubos fluorescentes dice que la vida media de sus productos es de 1600 h. Se
toma una muestra de 100 tubos fluorescentes y se obtiene que Z es 1570 h con una
desviacion tipica de 120 h. Se va a contrastar la hipdtesis p = 1600 h contra la
hipétesis alternativa p 7 1600 h usando un nivel de significacién de a) 0.05 y b) 0.01.

Como n > 30 la media se aproxima bien por una normal. como H;j es p # 1600h,
se trata de un contraste bilateral de modo que en el caso a) z,,2 = 1.96 y en el b)
Zq/2 = 2.58.

Si usamos el estadistico de contraste z = f/ \;%
en el caso a) T cae fuera del drea de aceptacién [-1.96,1.96] y por tanto podemos
decir que tenemos evidencias que nos permiten rechazar Hy, y por tanto tenemos

una confianza del 95 % de que p # 1600 h.

obtenemos -2.5,1o que implicaria que

Sin embargo, en el caso b) Z si cae en drea de aceptacion [-2.58,2.58] y por tanto no
podriamos rechazar Hy con un nivel de significaciéon de 0.01, a pesar de que con este
test, no tenemos mucha confianza en que p = 1600 h.

En un caso asi, lo més razonable seria calcular el p-valor, es decir el area sombreada
en la siguiente gréafica, que da 0.0124, o sea que podemos rechazar Hy con un nivel
de significacién de 0.0124, o lo que es lo mismo, tenemos una confianza del 98.8 % de
que p 7 1600 h.

0.4

031

021

0.1F

Figura 10.3: El p-valor indica la probabilidad de obtener un valor igual o més extremo que el

observado, suponiendo que Hj sea cierta.



10.2 CONTRASTES DE HIPOTESIS SOBRE LA VARIANZA

Finalmente, es también posible analizar el resultado de este contraste si la alternativa
a Hy fuera H; : p < 1600. En este caso el p-valor solo seria la mitad del drea de la
grafica anterior, de modo que en este caso diriamos que tenemos evidencias de que
Hy es falsa, con un nivel de significacion de 0.0062, aceptamos que p < 1600 h. y
tenemos una confianza del 99.37 % en esta afirmacién.

Con este tltimo ejemplo es evidente la importancia de seleccionar de manera adecuada
Hi en el momento de disefiar un contraste de hipdtesis.

Ejercicio 10.1.1
Una empresa quiere cambiar el sistema iluminaciéon de una méquina, que
ahora se ilumina con bombillas clasicas y que tienen un tiempo medio de
encendido de 250 ms. Se propone substituir las bombillas por leds, con el
objetivo que el tiempo de encendido disminuya. Si se compran 25 leds y se
comprueba que, £ = 220 ms con S = 15 ms, ;jmerece la pena cambiar la

configuracién de la maquina?

Solucién:

Como n < 30, la media no se aproxima bien por una normal, ademdas como la varianza no es
conocida usaremos, para el contraste la distribucién ¢, _1.

En éste caso Hp : = 250 y como Hj : u < 250, se trata, por tanto de un contraste unilateral.
Si imponemos un nivel de significacién a = 0.01 se obtiene —t,,—1(a) = —2.492 de modo que el
intervalo de aceptaciéon de Hy es: Tiempo de espera > 242.52 por lo que con una confianza del
99 % podemos asegurar que el tiempo de dencendido con leds es menor que con las bombillas

tradicionales.

Ejercicio 10.1.2
En una poblacién infinita cuya desviacién tipica vale ¢ = 5, y que se
distribuye segin una ley normal, se realiza una muestra de tamafio 25, y
nos planteamos el siguiente contraste de hipdtesis:

Hot,u,:15

Hy:p#15

Aceptamos Hy si la media muestral pertenece al intervalo (13.5, 16.5)
Calcula:
a) Calcula la probabilidad de error de Tipo I

b) Suponiendo que el verdadero valor de la media es 17 calcula la probabi-

lidad de error del Tipo II

Solucién: Sea X la variable aleatoria N(u,5), de modo que X € N(u,1) a) a =P(Error tipo
I)=P(de rechazar Hy siendo cierta)=1— P(13.5 < Z < 16.5|u =15) =1— P(-1.5 < 2z < 1.5) =
0.1336

b) P(Error tipo II) = P(13.5 < & < 16.5|p = 17) = P(—3.5 < z < —0.5) = 0.3083

10.2 CONTRASTES DE HIPOTESIS SOBRE LA VARIANZA

En esta y las siguientes secciones se van a usar los estadisticos comentados en el
capitulo anterior, y resumidos en la tabla 9.2 para realizar contraste de hipétesis
sobre otros pardmetros de la poblacién. En todos los casos se hard con un ejemplo.

113



114 TEORIA ESTADISTICA DE LA TOMA DE DECISIONES

Ejercicio 10.2.1
Se suele decir que una maquina para hinchar ruedas de coche esta estropeada
si la varianza del peso de las ruedas una vez hinchadas es mayor que 0.02
kg?. Se toma una muestra aleatoria de 30 neumaéticos y se obtiene que la
varianza es de 0.03 kg2. Suponiendo que la poblacién sigue una distribucién
normal de media desconocida, indique con un nivel de significacién del 5%

si la maquina esta estropeada.
Solucién: Sospechamos que la miquina esta estropeada, por lo que vamos a plantear las
siguientes hipétesis: Hg : 02 < 0.02 kg? y Hy : 02 > 0.02 kg2. En este caso el estadistico de

contraste es
(n— 1)52 _ 2
%  ~ Xa
o

el nivel de significacién 0.05 implica que limite del intervalo de acepcién es 42.557.

Aceptar Hy

10 30 X2a 60

2
Cono los datos del enunciado ngp = (";;)S = 43.5 como queda fuera de la zona de aceptacién

podemos decir que la maquina estd estropeada con un nivel de significaciéon de 0.05, es més, si
calculamos el valor del area a la derecha del ng, el p-valor, podemos disminuir el error tipo I a

0.0409.

10.3 CONTRASTES DE HIPOTESIS SOBRE LA DIFERENCIAS DE DOS MEDIAS

Como se explico en la seccidén 9.3.4 hay varios estadisticos para valorar la diferencia
entre medias de dos poblaciones dependiendo: i) del nimero de elementos de las
muestras y ii) en el caso de muestras pequenas, de si la varianza es igual o distinta.
Veamos como se trasladan estos estadisticos al caso de un contraste de hipotesis.

Ejercicio 10.3.1
Los sindicatos de la construcciéon de una gran empresa sospechan que los
trabajadores cobran distinto en funcién de su nacionalidad a pesar de realizar
tareas parecidas y aseguran que la diferencia de sueldos entre los colectivos
nacionales y los extranjeros es de 10000 €. Se sabe que los sueldos de los
trabajadores siguen una distribuciéon normal.

Se hace un estudio estadistico con 500 trabajadores nacionales y otros
700 extranjeros, obteniéndose sueldos medios de 55100 y 48700 € respecti-
vamente, siendo las desviaciones tipicas 6600 € para los nacionales y 6000
€ para los extranjeros.

Realice un contraste de hipétesis con un nivel de significacién del 1%

para verificar si los sindicatos tienen razén.

Solucién: En este caso las dos poblaciones corresponden a los trabajadores nacionales y los
extranjeros. Como las muestras son muy grandes vamos a tomar la desviacién estdndar muestral
como valor de las desviacién estdndar poblacional (s; = oy ).



10.3 CONTRASTES DE HIPOTESIS SOBRE LA DIFERENCIAS DE DOS MEDIAS

Las hipétesis a contrastar serdn Ho = puny — pp < 10000 y Hy @ uy — prp > 10000. El
estadistico de contraste sera

_ 1 — T2 — (1 — p2)

\Voi/ni+0o3/n2

En este caso, el valor critico (zo) que marca el limite de aceptacién de Hop es 2.33, y el valor
experimental obtenido es zezp= -9.67, de modo que no podemos rechazar Hy.

Para arreglar el desaguisado, podemos decir que los sindicatos deberian ser menos ambiciosos

en su proclama y decir que la diferencia de sueldos es mayor que 5000 €, en cuyo caso, el valor zezp

serfa 3.76 y podriamos rechazar HO y aceptar que puxy — pg > 5000, con un nivel de significacién

menor que 0.01, ya que el p-valor en este caso serfa de 8.5-107°.

De forma analoga se haria en los otros casos. La tabla 10.1 recoge los estadisticos

de prueba para los casos mas comunes en los contraste de hipdtesis que involucran
medias. Se insta a lector a realizar los ejercicios del final del capitulo para probar
distintas de estas opciones.

Tabla 10.1: Contrastes de hipotesis relacionadas con las medias.

Regién critica

115

Hy Estadistico de prueba H,
Rechazar Hy
P S < o z2 < —2Z2q
1= po ”/’Z %0 1> po Z> Zg
o conocida o n>
W7 Ho 2 < —2q/2022> 2q/2
¢ = i o< o t < —tq
= pio s/vn 1> po t>tq
o desconocida
W7 Ho t < —tasp0t>1y2
; wp < dy t < —tq
KD = do D-d
th—1 = 9 > d t>1
Datos pareados " sp/vn Hp 0 “
pup # do t < —tap0t >ty
L — _(m—33)—ao w1 — pe < dg z < —Zq4
p1 — p2 = do Voi/mitas/na p1 — p2 > do zZ > Za
01y oz conocidas 11— o # do 2 < —2asp 02> 2oy
+ = (81—%2)—do
spV1/mitl/n w1 — pe < dg t < —tq
v=mni;+ng—2
p1 — p2 = do e ' p1 — p2 > do t>tq
01 = 09 pero desconocidas
o (ni—1)s>+(na—1)s2 pr—p2 #Fdy  t< —tap0t>ta
Sp = nit+ng—2
4 — _(@1-32)—do
Vai/misy/na p1— pe < do t < —~tq
(s3/n1+s3/n2)
MI_MQZdO v (2/ 2 5 2 ,ul—,u,2>d0 t >ty
s7 nl) +(32/n2)
ni—1 ng—1 11— e # dy t<—typ0t>1ty)2

01 # 09 y desconocidas
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10.4 CONTRASTES SOBRE PROPORCIONES

Como se ha visto, (ver ejercicio 9.2.5), un buen estimador para el parametro p de
una distribucién binomial es p =  dénde z es el ntimero de éxitos. Si X es el
estadistico muestral que denota el nimero de éxitos entonces, es evidente que éste
sigue una distribucion binomial. Esto se usara para realizar contraste de hipdtesis
sobre proporciones, vedmoslo con un ejemplo.

Consideremos que se lanza la moneda n = 12 veces y se cuenta el nimero de caras
(x = 8). Se va a disenar una regla de decisiéon para contrastar la hipétesis de si la
moneda estd trucada o no con un nivel de significacién de o = 0.05.

Si la moneda no esté trucada, lo esperado es que la probabilidad de que sea cara sea
1/2, de modo que Hy : p = 1/2, como en nuestro caso p = %, la hipdtesis alternativa
serd Hy : p > 1/2. La probabilidad de que siendo cierta Hp, se tenga = éxitos o més,
es

P(X >2) =Y Bliin.p)
i=0

si este valor es menor o igual que «, se acepta Hy, en caso contrario se rechaza Hy
para quedarnos con la hipétesis alternativa Hi.

En el ejemplo, P(X > 8) = 0.073, por lo que no tenemos evidencias de que la moneda
esté trucada.

Muy a menudo, cuando n es grande, se usan el teorema central del limite para
aproximar la distribuciéon binomial con una normal, usando que p = np y o = \/npq,

Ejercicio 10.4.1

Para saber si una moneda esta trucada o no se toma la siguiente solucién:
Si el nimero de caras de una muestra de 100 tiradas esta entre 40 y 60 se
asume que no esta trucada.

a) Hallar la probabilidad de cometer un error de tipo I

b) Representar graficamente la regla de decisién y el resultado de la parte
a).

c) Comentar las conclusiones en caso que el nimero de caras obtenido

fuera 56 y 68.

Solucién: a) Con ayuda de un ordenar de puede calcular esta probabilidad P(40 < X < 60) =
0.95396, otra alternativa es usar la aproximacién normal de la binomial, entonces P(40 < X <
60) ~ P(40.5 < N(z;50,5) < 60.5) = 0.95342 lo que significa que el nivel de significacién del test
es 0.046 b) z,/2 = 1.9901

0.08 fr

0.06 [ b

0.04 - 1

0.02 - b

o
B
=1

a =

ISl—
=
E

70 80 90 100
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c) En el caso x = 56, p = 0.5 y i = 56, por tanto, zezp = 1.2 € (—1.99,1.99) se acepta
Hg. En el caso = 68 zexp = 3.6 € (71.997 1.99) se rechaza Hg y se pude afirmar que tenemos

pruebas de que la moneda esta trucada.

Ejercicio 10.4.2
Un laboratorio farmacéutico sostiene que uno de sus productos es 90 %
efectivo para reducir una alergia en 8 h. En una muestra de 200 personas
con esa alergia el medicamento dio buen resultado en 160 determinar si la

afirmacién del laboratorio es legitima.

Solucién: Hyp : p=n0.9 Hip:p <n0.9 el valor obtenido para p = 0.8 si se se uas un nivel
de significacién del 1% resulta que zo = —2.33 de modo que si z < zo se rechaza Hy en favor de
H; sino se acepta Hp. En este caso

160 — 180
v2000.90.1

= —4.7

de modo que se rechaza Hg
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

10.1

10.2

10.3

Un estudio rebela que los resultados de las pruebas de resistencia a la adhesion
de 22 especimenes de aleacién U-700 son tales que en promedio, la carga de
falla, es T = 13.714 MPa, mientras que la desviaciéon estandar de la muestra
es 3.55. ;Sugieren estos datos que el promedio de falla es superior a 10 MPa?.
Supoéngase que la carga donde se produce la falla tiene una distribucién normal
y utilicese un nivel de significacién del 0.05.

Solucién: Hg p = 10; Hy p > 10 como t0.05,21 = 1.721 y en este caso tezp = 4.90 se rechaza Hg y se

concluye que con un grado de confianza del 95 % la caraga de fallo promedio es mayor que 10 MPa.

Se lleva a cabo un experimento para determinar si el acabado superficial tiene
un efecto sobre el limite de aguante del acero. Una teoria existente dice que el
pulido aumenta el limite de aguante promedio (flexién inversa). El experimento
se realiza sobre acero al carbén al 0.4 % con el uso de especimenes sin pulir y
con pulido suave. Se obtienen los datos de la tabla.

Resistencia (psi)

Acero pulido Acero sin pulir

85 500 82 600
91 900 82 400
89 400 81 700
84 000 79 500
89 900 79 400
78 700 69 800
87 500 79 900
83 100 83 400

Desde un punto de vista practico el pulido no deberia tener ningin efecto sobre
la desviacién estandar del limite de aguante que a partir de los resultados de
numerosos experimentos del limite de aguante se sabe que es de 4000 psi.

Encuentre un intervalo de confianza de 95 % para la diferencia entre las medias
poblacionales. Suponga que las poblaciones se distribuyen normalmente. ; Qué
podemos concluir de los resultados obtenidos?

Solucion: 12:51%”2 = (17287,25745); si hacemos un contraste con Hyp = pu1 —p2 = 0vs. Hy : g1 — p2 >
0 zc = 1.64, zexp = 2.972 por tanto rechazamos Hp con un p-valor de 0.0015.

El Amstat News (diciembre de 2004) lista los sueldos medios de profesores asocia-
dos de estadistica en instituciones de investigacién, en escuelas de humanidades
y en otras instituciones en Estados Unidos. Suponga que una muestra de 30
profesores asociados de instituciones de investigacion tiene un sueldo promedio
de 70 750% anuales con una desviacién estdndar de 6000$. Suponga también que
una muestra de 30 profesores asociados de otros tipos de instituciones tiene un
sueldo promedio de 65200$ con una desviacién estandar de 5000$.



10.4

10.5

10.6

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

a) Analiza la veracidad de la siguiente hipdtesis con un nivel de significacién de
0.01. Los profesores asociados de instituciones de humanidades ganan mas
de 2000% ma&s que los de otras instituciones.

b) Consideramos ahora tinicamente la muestra de los profesores asociados de
humanidades. Calcula entre qué valores se encuentra la desviacion estandar
de la poblacién con un nivel de confianza del 98 %.

c¢) Elresponsable de la escuela de humanidades afirma que la desviacién estandar
del sueldo de los profesores asociados es menor que 4000$. ;Es cierta esta
afirmacién? Razona tu respuesta.

Solucién: a) Hp : pu1 — p2 = 2000; Hy : g1 — p2 > 20000 como zerp = 2.489 > z. = 2.33 se rechaza
Hy; b) o € (4.59,8.55)k$; c) No.

Se analiza en 10 personas el efecto de un medicamento en la concentracién de
proteina A en sangre (mg/l). A cada paciente se le realiza un anélisis antes y
después de inyectar el tratamiento, los resultados son lo siguientes:

[Al(mg/l) | Py Py P3 Py Ps Pg Py Pg Py Py
Antes 0.56 0.83 0.34 1.23 050 1.13 0.62 045 0.39 1.02
Después | 0.59 1.03 0.28 1.25 0.85 1.30 0.58 0.59 0.54 0.93

a) Contrastar con un nivel de significacion de 0.01 si el medicamento cambia o
no la concentraciéon en sangre de la vitamina A.

b) Realizar otro contraste para ver si el medicamento aumenta la concentracién
de A en sangre.

Solucién: Datos pareados. a) Aceptamos Ho : up = 0 ya que tezp = 1.9877 € (—3.2498,3.2498); b)
up > 0 el p-valor es 0.039.

Un vendedor de electrodomésticos dice que unos de sus aparatos consume 46
kWh. Se toman 12 de estos aparatos y se comprueba que consumen de media
42 kWh, con una desviacion tipica de 11.9 kWh.

a) Realice un contraste de hipdtesis con un nivel de significacién del 5% para
comprobar si el consumo es 46 kWh o no lo es.

b) Realice un contraste de hipétesis al 5% para comprobar si el consumo es 46
kWh o menor.

Solucién: a)teqp = —1.122 € (—2.201;2.201), por tanto Hp : u = 46 se acepta, no podemos decir que
Hi :p # 465 b) tezp = —1.164 > —1.7959. No podemos asegurar que sea menor.

Se registran las siguientes mediciones del tiempo de secado, en horas, de cierta
marca de pintura vinilica:

34 25 48 29 3.6

2.8 33 56 3.7 28

44 40 52 3.0 4.8

Suponga que las mediciones representan una muestra aleatoria de una poblacién
normal.
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a) Realice una estimacién puntual de la media y la varianza de la poblacién.

b) ;Podemos afirmar que la media de la poblacién es 4.5 con un nivel de
significacién del 5 %?

c¢) Calcula el p-valor del anterior apartado.

d) Estime con un intervalo de confianza del 95 % el tiempo medio de secado de
esta pintura vinilica.

e) Suponga ahora que la media de la poblacién es 4.5 h y su desviacién estdndar
1 h.;Cudl es la probabilidad de que la media del tiempo de secado de una
muestra de 15 ensayos esté dentro del intervalo definido en el apartado
anterior?

Solucién: a) £ = 3.787 h s = 0.971 h; b) No; ¢) 0.013; d) (3.25,4.32); e) 0.248.

Si al efectuar mediciones simultdneas de voltaje eléctrico usando dos tipos
diferentes de voltimetro se obtienen las siguientes medidas

Voltimetro 1 (V): 10.8 8 15 103 103 17 12,6 252
Voltimetro 2 (V): 10 7.8 153 103 10.2 16.3 12.1 25

i Puede afirmarse al nivel del 5% que no existe diferencia significativa en la
calibracién de los dos instrumentos? (Se supone normalidad)
Solucién: Se trata de un problema de datos pareados. tezp = 2.11 € (—2.36,2.36) no podemos rechazar

que midan distinto.

Se afirma que la resistencia del alambre A es mayor que la del alambre B. Un
experimento sobre los alambres muestra los resultados de la tabla (en Q).

A B
0.140 0.135
0.138 0.140
0.143 0.136
0.142 0.142
0.144 0.138
0.137 0.140

10.8 Calcular la resistencia media de cada alambre al 98 %.

10.9

a) Suponga que las varianzas son iguales y haga un test que permita decir cuél
de los 2 tiene mayor resistencia. ;Cual es el nivel de significacién?

Solucién: a) I7:%% = [0.136,0.145], 1,78 = [0.135,0.143]; b) Ho : 1 — pi2 = 0 vs. Hy : g — iz > 0,

do = 0.022 tegp = 1.37 p-valor= 0.1.
En la caja de un medicamento se indica que contiene 10000 pildoras, pero la
asociacion de consumidores sospecha que no es cierto, para ello se toma una
muestra de 100 unidades y se cuentan el ntimero de pildoras obteniéndose los
siguientes resultados:

T =973, s=114

Con un nivel de significaciéon a« = %1 indique si el laboratorio miente.

Solucién: Se pude rechazar Ho : p = 1000 frente Hi : pp < 1000 zezp = —2.37 < 2z = —2.33.
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10.11

10.12

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Se encontr6 que el contenido de nicotina de dos marcas de cigarrillos, medido
en miligramos, es el que se muestra en la tabla.

A‘Q.l 40 63 54 48 3.7 6.1 33 32 54
B‘4.1 06 31 25 40 62 16 22 19 54

Responde las siguientes cuestiones:

a) Calcula el intervalo de confianza de las varianzas del contenido en nicotina
de las dos marcas, con una confianza del 95 %.

b) A un nivel de significancia de 0.05 pruebe la hipétesis de que las medias del
contenido de nicotina de las dos marcas son iguales.

Solucién: a) I°9° = [0.91,6.38], 19° = [1.46,10.3]; b) Ho : p1 —p2 = 0 vs. Hy : pu —p2 # 0,
1 2
texp = 1.79 € (72.11,2.11) no se puede rechazar Hy.

Josetxo es Youtuber desde hace unos anos. Hasta ahora recibia una media de
20 visitas al dia en su canal. Hace un mes consiguié un nuevo patrocinador y ha
tenido 650 visitas (todo el mes, 31 dias).

a) (Cuél era el promedio de visitas al canal de Josetxo antes de conseguir el
patrocinador? ;Qué distribucién sigue el mencionado niimero de visitas?

b) ;Podemos decir con un nivel de significancia del 5% que el patrocinador le
ha ayudado a subir el numero de visitas al canal?

Solucién: a) 620; b) zeap = 1.20 < 2. = 1.64 no podemos rechazar Hy.

Se analiza la concentracién de colesterol (mg/dl) en dos grupos. Los de primer
grupo son personas cuyos padres han muerto por problema cardiovasculares,
mientras que en los historiales médicos de los del segundo grupo no aparecen
problemas relacionados con el corazén. Se han obtenido los siguiente resultados

nl = 100; 7, = 20703; s; = 1506

n2 = T4; 75 = 19304; s5 = 1703

a) (Se puede asegurar, con un nivel de significacién de 0.05, que los del primer
grupo tienen mayor colesterol? (suponer que la varianza de los dos grupos es
la misma)

b) Calcular el p-valor e interpretar el resultado.
Solucién: a) Hp : 1 —pu2=0vs. Hy : p1 —p2 >0 Zexp = 5.5 >> z. = 1.645; por tanto se rechaza
Hp; b) con un p-valor de 2.3639¢-08. La probabilidad de que las dos poblaciones tuviesen la misma

cantidad de colesterol y las medias fuesen las encontrada muy pequefia, no es razonable pensar que asi

sea.
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PROBABILIDAD Y ESTADISTICA CON MATLAB

Para hacer los calculos que se han venido explicando a lo largo de todo este curso son de
gran utilidad algunos programas informaticos. Es este capitulo se van a explicar algunos
comandos de Matlab MathWorks, 2008 que permiten realizarlos. Este es un software
de caracter generalista, que ademés de poderse usar en el ambito de la estadistica y
la probabilidad tiene muchas otras aplicaciones, desde el calculo matricial, al calculo
diferencial, Inteligencia artificial y Deep Learning, simulaciéon de sistemas mecanicos,
eléctricos o electronicos, entre otras muchas posibilidades.

Siguiendo el esquema general del libro, este capitulo se divide en varias secciones
donde se describen las principales funciones de Matlab que permiten realizar los célculos
de los capitulos anteriores. Sin embargo, el objetivo de este capitulo no es desarrollar un
curso de Matlab, si no dejar constancia de los comandos mas tipicos, y se recomienda
hacer uso extensivo de la fantastica ayuda de Matlab y los “live-scripts” que la ayuda
ofrece. Ademads, con este libro se pondran a disposicion del lector unos live-scripts con
los ejemplos aqui dados.

11.1 ESTADISTICA DESCRIPTIVA CON MATLAB

La estadistica descriptiva es la parte de la estadistica que se dedica organizar, representar
graficamente y analizar los datos experimentales, que incluye, ademas, las técnicas que
permiten inferir caracteristicas de la poblacion en estudio. De modo que si se desea hacer
estadistica descriptiva en Matlab el primer paso es introducir los datos de la muestra.

Matlab es un software que estd pensado para manejar los datos en forma matricial,
por este motivo en este capitulo se manejaran los datos cuando estos estan almacenados
en este formato, a pesar de que hay estructuras alternativas de almacenar los datos
(tablas o celdas)

11.1.1  Importacion de datos en Matlab

Una manera de introducir datos en el software es escribiéndolas directamente en un
script. El siguiente cédigo introduce una matriz Mg,o v un vector Ms,o en la memoria
del programa

a=[1 1
2 4
39
4 16
5 25
6 36
7 49
8 64
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]
b=[ i, 2; 3, 4;5 pi]

Pero en general, los datos de las muestras estaran almacenados en fichero externos
que deben importarse, para ello se recomienda usar la “Import tool”. que se puede activar
clickando sobre el icono Import Data que se observa en la figura. Después, se selecciona
el fichero y se pude interaccionar con él para seleccionar el conjunto de datos a importar
y la forma de almacenamiento dentro de Matlab.

iy New Variable p> L& Analyze Code Output Type: O Replace v unimp
ea| Range: [AT:A200,C...~ e
T A 5 = jumeric Matrix_~
Import Save elpstan Favorites @ Runand T yariable Names Row: 1 - | [EH Table
Data [Workspace (% Clear Workspace v [&# Clear Comm: SELECTION [ Column vectors T
VARIABLE CODE neutronsTxlsx | dusmeric Matrig
= ] String Array.
4\ Import Data A e 2] cell Array E F G
neut
« “ 4 | « ApuntsDani > Ficheros v ! 57 o 2| 1 sy 161
2 157 160: 1579 162
Organizar v Nueva carpeta 3 L, 158 ) L
4 1594 1591] 1 163
&% Dropbox (MGEP) A Nombre 5 158: 1621 161 163
: 6 1 1607 1614 162
2 anduslatex B datosl.xisx 7 1609} 160: 1619 160
| dsoler B9 datos2asx 8 1 1607 161 161
" N e ) 9 1591 1617 1613 1831 161
A2 EKOPROP 8 | EstadisticaDEscriptival.xisx 10 2601 1613 610 163 164
Ikasgaiak B’ Motozaleakaisx
87 neutrons1adsx

51 Ikerketa

11.1.2 Variable discreta

Dada una muestra cuyos datos estan el almacenados en el vector Matlab data, el comando
tabulate(data) genera una tabla de frecuencias que incluye las frecuencias absolutas
y relativas (ver seccién 2). Si se quisieran anadir las frecuencias acumuladas, se puede
hacer uso del comando cumsum.

Ejemplo: Tabla de frecuencias

clear

close all

clc

data=[ -7 5 5 5 7
8 6 8 6 5

5 =7 8 8 8

8 8 6 7 8

7 8 7 8 71;

tabla=tabulate(data(:));
tabla = [tabla, cumsum(tabla(:,2)), cumsum(tabla(:,3))]

2 8 2 8
5 20 7 28
3 12 10 40
5 20 15 60
0 40 25 100
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11.1.3 Variables discretas, grdficos

Para representar graficamente estos datos podemos hacer un diagrama de barras o un
diagrama de sectores, pare ello los comandos son respectivamente bar y pie.

Por ejemplo, para representar las frecuencias absolutas se debe introducirla siguiente
instruccién

bar(tabla(:,1),tabla(:,2))

10

|
0

-7 5 6 7 8

Para generar el diagrama de sectores, de las frecuencias relativas la siguiente:

labels=int2str(tabla(:,1))
labels=cellstr(labels);
pie(tabla(:,2),labels);

11.1.4 Variable continua

Si los datos corresponden a una variable continua, el comando histogram sirve para los
dos propésitos: hace una representacién grafica de los mismo (histograma) y proporciona
los datos que permiten generar la tabla de frecuencias. Aunque el comando histcounts
también sirve para obtener estos datos.

Por defecto, la marca de clase para Matlab es el inicio del intervalo, por eso, en el
c6digo propuesto se ha anadido el término h.BinWidth/2 en la definicién de x;.
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Histograma y tabla de frecuencias

data = [0.80152 6.7553 2.8096 4.021
6.277 7.0672 4.4648 10.949
5.7429 5.8396 5.3731 3.7548
4.2516 6.2021 6.9019 8.8406
6.3907 3.652 3.419 6.9223

histogram(data,6);
xi=h.BinEdges(1:end-1)+h.BinWidth/2;
ni=h.Values;
[Ni,Xi]l=histcounts(data,6);
tabla=[xi’,ni’,ni’/sum(ni),cumsum(ni’)]

h =
Histogram with properties:

Data: [5x5 double]

Values: [1 4 7 10 2 1]

NumBins: 6

BinEdges: [0 1.9000 3.8000 5.7000 7.6000 9.5000 11.4000]
BinWidth: 1.9000

BinLimits: [0 11.4000]

Normalization: ’count’

FaceColor: ’auto’

EdgeColor: [0 O 0]

La tabla de frecuencias se genera con el cédigo:

tabla=[xi’,ni’,ni’/sum(ni) ,cumsum(ni’)]

tabla =
0.95 1 0.04 1
2.85 4 0.16 5
4.75 7 0.28 12
6.65 10 0.4 22
8.55 2 0.08 24

10.45 1 0.04 25

3.8844
4.7869
4.5697

5.947
7.7313];
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Diagrama de caja y bigotes. Box plot

A los datos se le anaden dos puntos atipicos para que se vea, en el diagrama, como son
resaltados.

boxplot([data(:);15;-1])

T
151 -+

101

11.1.5 Variable Cualitativa

En este caso los graficos tipicos son otra vez el diagrama de sectores y el diagrama de
barras. Suponga que los datos de matriculacién en una universidad son los siguientes:

Facultad Num. Alumnos
Matematicas 2136
Filosofia 3870
Derecho 1830
FEconémicas 4328
Quimicas 2060

Para representar graficamente esto datos podemos usar las siguientes instrucciones, en la
que se resalta el sector con mayor nimero de alumnos,

data=[2136,3870,1830,4328,2060] ;
labels={’Matematicas’, ’Filosofia’,’Derecho’,’Econdmicas’,’Quimicas’};
pie (data,[0,0,0,1,0],labels);



o bien,

bar(data) ;

11.1 ESTADISTICA DESCRIPTIVA CON MATLAB

Matematicas Quimicas

Filosofia
Econémicas

Derecho

set(gca, ’XTickLabel’,labels)

4500

4000

3500 -

3000 -

2500 -

2000 [

1500 -

1000 -

500 -

Matematicas Filosofia Derecho Econémicas Quimicas

11.1.6 Medidas de centralizacion

Usando los datos una muestra A, los comando para calcular los principales parametros

de centralizacién y dispersién estan en la tabla 11.1

data=[ 7

8

5
8
7

W 00 N O

~N O 00 00

0 N 00 O™

5 7
5

8

8

71;
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Tabla 11.1: Principales instrucciones de Matlab para calcular los parametros de centralizacién y
dispersiéon de una muestra

Nombre def n® simbolo comando ejemplo respuesta
Media 2.10 X mean mean(A(:)) 6.8800
Mediana 2.13 M median median(A(:)) 7

Moda 2.14 My mode mode(A(:)) 8
Cuartiles 2.15 P4 M P3;y pretile pretile(A(:),[25 50 75]) 6 7 8
Rango 2.16 R range range(A(:)) 3
Varinaza 2.17 S? var var(A(:),1) 1.3056
Varianza 9.6 S2 . var var(A(:)) 1.3600
muestral

Desviacion ti-  2.18 Sn—1 std std(A(2)) 1.1662
pica

Rango inter-  2.21 IQR iqr iqr(A(:)) 2
cuartilico

11.2 PROBABILIDAD Y DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD CON MATLAB
11.2.1  Combinatoria

Sobre métodos de conteo, Matlab tiene definidas funciones para calcular el factorial de
un namero
n! = factorial(n)

y los ntimeros combinatorios

m
= nchoosek(m,n),

n

pero no una funcién que calcule variaciones de m elementos cogidos de n en n, para ello
se recomienda definir una funcién de Matlab que las calcule, por ejemplo, la funcién
permn

function s = permn(m,n)

% This function count number of arrangements posibles with m distincts
% elements grouped in groups of size n elements, without repetition, and
% being order important

% $ nPr = P(n,r) =n! / (n-r)'$

switch nargin

case 1

s =factorial(m);

case 2

if m<n error (’n must be an integer between O and m.’)

else
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s = prod(m:-1:m-n);

end

otherwise

error (’Too many input arguments.’)
end

Si lo que interesa es ver las distintas permutaciones que se pueden hacer con unos
elementos se usa el comando perms:

p=perms([’a’ ’b’> ’c’])
length(p)

p =
cba
cab
bca
bac
abc
achb

ans = 6

11.2.2 Generacion de numeros aleatorios

En Matlab hay varios comandos que permiten generar nimeros aleatorios que sigan una
determinada distribucién, el mas comun es el comando random(name,A,B, [m,n]) que
genera una matriz de m filas y n columnas de ntimeros aleatorios que signe la distribucién
name, por ejemplo

N = 5;
p=0.4;
random(’Binomial’,N,p, [3,1])

genera una vector columna de 3 elementos que siguen una distribuciéon B(5,0.4).

Las principales distribuciones comentadas en este libro estan incluidas dentro de
la funcién random, ademés de la ya comentada ’Binomial’, estdn las mdas comu-
nas ’Normal’, ’Exponential’, ’Uniform’, ’Poisson’, ’Discrete Uniform’ y las
’Chisquare’, ’F’,’Gamma’, ’Geometric’,’T’ entre otras.

Ademas, de la instruccién random, para generar un conjunto de n datos aleatorios que
sigan una distribucién concreta también existen funciones especificas, por ejemplo, para
el caso de una distribucién Gaussiana N (u, o) se puede usar el comando normrnd (u,0,
[1 n]), y si la normal es tipificada existe el comando randn([m n]).

Para las otras distribuciones existen funciones similares: poissrnd(lambda, [m,n])),
binornd(N,p, [m,n]),...

Los niimeros aleatorios generados por ordenador se usan en el juego, para generar
muestras estadisticas, para hacer simulaciones de sistemas fisicos, para la criptografia,
entre otras aplicaciones.
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Ejercicio 11.2.1
En la seccién 5.7.2 el capitulo 5 vimos que en el caso de variables aleatorias X +
X # 2X. Se por pone comprobar experimentalmente esta desigualdad. Generar
dos muestras, (a,b) de 100 elementos cada una que sigan un distribucién
cualquiera, por ejemplo una binomial con N = 20 y p = 0.2. Calcular la media

y la varianza de a + b y de 2a. Comparar los resultados obtenidos.
Solucién: El cédigo para hacer este ejercicio podria ser:

N = 20;

p=0.2;

a=binornd(20,0.2, [100,1]);
b=binornd(20,0.2,[100,1]);

clc

[M,V]=binostat (20,0.2)
x=[mean(a),var(a,1) ;mean(b),var(b,1)]
[mean(a+b) ,var (a+b,1) ;mean(2*a) ,var (2*a)
sum(x)

se puede observar claramente, que SSX > S§(+X

11.3 DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

Las funciones de densidad de probabilidad de las distribuciones més comunes también
estas definidas en Matlab, como en el caso de la funcién random existe la funcién
pdf (name,x,A,B,...) que da el valor de la funcién densidad de probabilidad de la
distribucién “name” cuyos pardmetros son A, B, ... en el punto z. Pero para las
distribuciones tipicas existen sus funciones especificas.

Lo mismo se puede decir de la funciones de distribucién de probabilidad, en esta caso,
la funcién de Matlab a llamarlas es cdf (name,x,A,B,...)

11.3.1 Distribuciones Discretas

Las funciones densidad de probabilidad de las distribuciones discretas mas comunes
también estan definidas en Matlab:

« Binomial: Si se desea calcular B(3;5,0.4) (38) hay que ejecutar:
binopdf(3,5,0.4)

da como resultado 0.2304, que es lo mismo que se obtendria de ejecutar

nchoosek(5,3)*0.473%(1-0.4) 2.
» Poisson: Si se desea calcular P(3,5) (45) hay que ejecutar:
poisspdf (3,5)
da como resultado 0.14037, que es lo mismo que se obtendria de ejecutar
exp(-5)*57~3/factorial(3).

¢ Uniforme discreta: La funcién unidpdf (x,n), da la probabilidad del evento z,
de N.

Por ejemplo, las instrucciones siguientes:
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n = 10;

[m,v] =unidstat(n) % media y varianza
x = 0:10;

y = unidpdf (x,n) ;

figure;

stem(x,y)

h = gca;

h.XLim = [0 11];
generan las siguientes salidas

m = 5.5000
n= 8.2500

La instrucciéon [mu,sigma2]=*stat(A,B) da la media p y la varianza o2 de la
distribucién “*”. Por ejemplo, usar [mu,sigma2]=poisstat(3).

Ejercicio 11.3.1
Usar Matlab para:

a) Calcular y representar graficamente la funcién densidad de probabilidad
B(10,0.4).

b) Calcular y representar graficamente los 50 primeros términos la funcién
densidad de probabilidad de una distribucién de Poisson de media 10.

¢) Generar un conjunto de 100 nimeros que sigan las distribuciones de los
apartados a y b, hacer un histograma, calcular la media, la varianza y
comentar los resultados.

d) Calcular P = B(3;5000,0.0004) y usar la distribucién de Poisson para
estimar el valor de P

Solucién c) 0.18048 y 0.18045 respectivamente
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0.4 0.2
0.3 0.15
0.2 0.1
0.1 0.05
012345678910 00 10 20 30 40

Figura 11.1: Representacién grafica de B(10,0.4) y Poisson(10).

11.3.2 Distribuciones continuas

e Normal: La funcién normpdf (x, i, 0) da la funciéon densidad de probabilidad de
una distribucién normal de media p y desviacién tipica o es decir es

1 1 (2—p)?
2

f = @(x) normpdf(z,pu,0) < f(z) =

2o

o Exponencial: La funcién exppdf (x,u) da la funcién densidad de probabilidad de
una distribucién exponencial de media u es decir es

1 _=
f=0(x) exppdf(z,u) < f(z) = ;e m

x>0
¢ Uniforme continua: La funcién unifpdf (x,a,b) da la probabilidad de la distri-
bucién uniforme continua definida en el intervalo [a,b] en el punto x, por ejemplo

x = 1:5;
unifpdf (x,2,4)

da como salida, el vector

0 0.5000 0.5000 0.5000 0

Las funciones densidad de probabilidad normalmente se usan, via integracién o suma,
para calcular probabilidades, este cédlculo estd definido dentro de las funciones distri-
buciones de probabilidad. Las variables tipicamente tienen su funciones distribucién de
probabilidad definidas, por ejemplo, la funcién poisscdf (7,1lambda) da la probabilidad
P(X < 7) siendo X una variable aleatoria de Poisson con media \. Equivalentemente,
binocdf (B,N,p)-binocdf (A,N,p) es la probabilidad P(A < X < B) donde X es una
binomial.

Para el caso de las variables continuas la idea es la misma: para la exponencial,
expcdf (B,beta)-expcdf (A,beta) =P(A < X < B).

Un caso que merece especial atencion es el caso de la variable normal, ya que como
se ha visto en las secciones 7.2 y 9, la distribucién normal es muy usada, por esto se
consideran interesantes las siguientes funciones de Matlab:
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Tabla 11.2: Funciones de Matlab relacionadas con la normal

Funcion

. Qué hace?

normrnd (4,0, [m nl)
normpdf (x,u, o)

normcdf (x, u, o)

normspec ( [:Uinfy -xsup] y s o)

norminv (P, u, o)

[Z,s,intM,intS]=normfit (data)

Genera una matriz de m filas n columnas de nimeros aleato-
rios que siguen una N (u,0).

Calcular el el valor de la funcién densidad de probabilidad
N(p,0) para X = x.

Calcular el el valor de la funcién distribucién de probabilidad
N(u,0) para X =z, i.e., P{X <z} siendo X, N(u,0).
Dibuja la curva N (u, o) resaltando el drea entre el intervalo
[Tinf, Tsup, y da el valor de la misma.

Da el valor = tal que P{X <z} = P siendo X, N(u,o).
Estima la media y la varianza de la muestra data de una
poblaciéon normal, y da los intervalos de confianza de las
mismas al 95 %.

Como se explica en la tabla 11.2, la instruccién p = normspec([X; X;], u, o) dibuja el
drea bajo la normal N (u, o) correspondiente a la probabilidad de que X € (X;, Xj)

Probability Greater than Lower Bound is 0.30854

-3

L
-2

. .
-1 0 1 2 3 4
Critical Value

Figura 11.2: Resultado de introducir en Matlab p = normspec([0.5Inf],0,1).

X = norminv(P,u,o) es la inversa de la funcién normcdf, es decir da el punto = de

la curva N(u, o) tal que el drea a su derecha es P.
Por ejemplo, para encontrar lo puntos que delimita una area del 95 % centrada en la
= norminv([0.025 0.975],0,1) vy la respuesta es

curva N(0,1) la instruccién serfa x

x = -1.9600 1.9600

11.4 ESTIMACION POR INTERVALOS CON MATLAB

Dado un conjunto de datos data, para hacer una estimaciéon por intervalos con una
confianza de (1 — «). existe la instruccién
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[Z,s,Iu,Io]l=normfit(data, )

que da, respectivamente, la media muestral, la desviacion tipica muestral, el intervalo
de estimacion para la media (In), que son lo nimeros X;, X (calculados usando la
distribucién ¢-Student), y el intervalo de confianza de la o (Io), que se calcula usando la
X2, tal como se muestra en la tabla 9.2.

Veamos un ejemplo, generamos con ayuda de Matlab una muestra aleatoria de 1000
individuos de una poblacién N (3,5) y estimamos la media y la desviacién estdndar con
un nivel de confianza del 99 %.

x = normrnd (3,5, [1000,1]);
[xb,s,muCI,sigmaCI] = normfit(x,0.01)

xb = 2.8184
s = 4.9164
muCI =
2.4172
3.2197
sigmaCI =
4.6476
5.2158

Este mismo cédlculo se pude hacer usando directamente las expresiones de la tabla 9.2.
Para ello primero hay que realizar una estimacién puntual de la media y la desviacién
tipica. Esto, en Matlab, se hace usando las instrucciones ya vistas mean y std, o el
comando mle que da la estimacion usando el estimador de maxima verosimilitud, esta
dltima instruccién admite indicar cual es la distribucion tedrica de la poblacién, en caso
de no indicarlo, se supone que es normal.

xb=mean (x) ;
s = std(x);
ph=mle (x)

de modo que, usando la distribucién ¢, el intervalo para la media seria:

t=tinv(1-al/2,n-1)
e = t*s/sqrt(n)
mus = xb-e

xb+e

mui
y usando la distribucién normal:

z=norminv(1l-al/2)
xb+[-z,z] *s/sqrt (n)

Evidentemente, como n es muy grande, ambos resultados coinciden y coinciden con el
resultado dado por normfit.
Finalmente, para estimar la varianza, se podria usar el siguiente c6édigo
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xi2i=chi2inv(al/2,n-1)
xi2s=chi2inv(1-al/2,n-1)
sigmai = sqrt((n-1)*s72/xi2s)
sigmas = sqrt((n-1)*s72/xi2i)

Comentario 10 Es importante notar que en el capitulo 9 se ha indicado que zq, to Y
Xa corresponde al punto de la curva cuya drea a la derecha él es a, sin embargo, las
funciones de Matlab norminv(a), tinv(a,v) y chi2inv(a, n-1) dan el punto cuya
area es o a su izquierda.

Del mismo modo que se ha hecho para la media y la desviacién tipica de una sola
muestra, codigo similar se pude aplicar para estimar la diferencia de medias o el cociente
de varianzas, para ello serd necesarias la funcién de Matlab

X = finv(P,v1,19)
que calcula la inversa de la funcién distribuciéon de probabilidad de la F' de Snedecor
de grados de libertad vy y vo. Sin embargo, tal como se comentd en el capitulo 10, el
contraste de hipotesis y la estimacién por intervalos estan muy relacionados, de modo
que para hacer estimacién de diferencias de medias o cocientes de varianzas quizas sea
mas util usar las funciones comentadas en la siguiente seccion.

11.5 CONTRASTES DE HIPOTESIS CON MATLAB

En Matlab hay varias funciones destinadas a hacer contraste de hipdtesis, en esta seccién
se comentan algunas de ellas, ver tabla 11.3, pero se recomienda usar la ayuda del propio
programa para ver otras opciones y mas detalles.

Tabla 11.3: Funciones de Matlab para realizar contraste de hipotesis.

Funcion . Qué hace?

ztest(x,ug,0) Indica rechace o no de Hy: p = pg vs. Hy : pp # o

ttest(x, 1o) Hy : p = po vs. Hy : p # po. Para test de hipdtesis con
sigma desconocida, y para datos pareados.

ttest2(x,y) Hy:pp—pe =0 vs. Hy @ u1 — ps # 0. Por defecto supone
varianzas iguales.

vartest(x,03) Hy:o0? =03 vs. Hy : 0% # o}.
vartest2(x,y) Ho:0%/0% =1vs. Hy:0%/oy # 1.

Por defecto, el nivel significacién es del 5%, pero todas las funciones admiten la opcién
de cambiar H; e indicar otro nivel de significacién. Ademds, si se pide, también dan el
p-valor, el intervalo de confianza correspondiente y el valor experimental obtenido al
hacer el test.
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Contrastes sobre la media de una poblacion

A modo de ejemplo consideremos un conjunto de alumnos cuya nota en estadistica sigue
una distribuciéon normal de media 6 y desviacién tipica 1.2. El siguiente cdédigo genera
una muestra.

clear
n=100;
normrnd(6,1.2,n,1);

X

Para contrastar Hy : =5 vs. Hy : u # 5 con un nivel de significacién del 0.01 deberia
ejecutarse:

s=std (%) ;
[h,p,ci,zval]=ztest(x,5,s,alpha)

El resultado es

h
p
ci =

5.4895
6.1777

zval =6.2408

1
4.3538e-10

Que indica que: (h=1) se rechaza Hy, el p-valor es 4.3-10710 el intervalo de confianza
para a media es [5.49,6.18] y que zey, = 6.24.
Para hacer un contraste unilateral, por ejemplo Hg : > 5 vs. Hy : 4 < 5, con un
nivel de significacién del 5 %, la instruccién a ejecutar debe ser
(h,p,ci,zval]l=ztest(x,5,s,’Tail’, ’left’) que nos arroja los siguientes resulta-
dos:

-Inf
6.0533
zval =6.2408

Donde se ve, que claramente se acepta Hj.
En este ejemplo se ha tenido en cuenta que como n >> 30 o = s, pero se podria hacer
el mismo test usando la distribucién ¢, con el comando
[h,pvalue,ci,z]=ttest(x,5,’Alpha’,alpha)
que en este caso, arroja el mismo resultado que se ha obtenido con la normal.
Finalmente, el comando ztest también funciona si en lugar de tener toda la muestra,
se tiene sélo el valor de T y s o o, pero en este caso habria que llamar a la funcién asi:
[h,pvalue,ci,z]=ztest(xb,5,s/sqrt(n),’Tail’, ’right’).
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Diferencia de medias

Un ejemplo de uso de la funcién ttest2 seria el siguiente:

x=normrnd(5,1.2,[10,1]);
y=normrnd(5.5,1.1,[10,1]);
[h,pvalue,ci,z]=ttest2(x,y)
[h,pvalue,ci,z]=ttest2(x,y,’Vartype’, ’unequal’)

Donde se realiza un contraste de semejanza de medias suponiendo varianzas igual y
distintas sobre dos muestras que siguen poblaciones N(5,1.2) y N(5.5,1.1) respectivamente.

Cociente de varianzas

El siguiente ejemplo simula que se tienen las notas de dos clases de 20 y 25 alumnos,
los de la primera clase siguen una distribucién normal de media 5 y desviacién tipica
0.8, mientras que los de la segunda clase siguen una N(6,1.3). Se contrasta la hip6tesis
Hy:02/03=1vs. Hy :0% /02 # 1.

x=normrnd(5,0.8,[20,1]);
y=normrnd(6,1.3,[25,1]);
[h,pvalue]l= vartest2(x,y)

Como el resultado es

h=1
pvalue = 0.0126

se puede concluir que las varianzas no son iguales y ademaés la confianza el 98.7 % en que
la decisién no es equivocada.

Ejercicio 11.5.1
Antes de sacar a la venta unas pildoras para adelgazar, la compania farma-
céutica norteamericana, realiza un test sobre un grupo de 64 personas. Antes
del test se sabe que el peso de la poblacién sigue una distribucién normal de
media 95 kg con una desviacion tipica de 12 kg. Disenar un experimento de
contraste de hipétesis basado en la media muestral que permita determinar si
las pildoras tienen un efecto relevante. Nivel de significaciéon o = 0.01.

Solucién:



Evidentemente se tratard de un test
unilateral, con Hy : u > 95 y hipdtesis
alternativa Hy : p < 95.

Como n > 30 y ademads se supone que

; Top
o es conocida, se puede usar que — T

N(0,1).
Usando Matlab este ejercicio se resuelve
con las instrucciones

mu=95

sigma=12/sqrt (64)

x = norminv([0.01,1] ,mu,sigma)
z=norminv([0.01,1],0,1)

z = normspec([x],mu,sigma)

Probability Greater than Lower Bound is 0.99

%0
Cri

Figura 11.3: El area sombreada repre-
senta una probabilidad del
99 %.



DISTRIBUCION NORMAL TIPIFICADA N(0,1)

PO(z) = ; _%dm para z > 0
V2
— 00

z 0’00 0’01 0’02 0’03 0’04 0’05 0’06 0’07 0’08 0’09

0.0 0.50000 0.50399 0.50798 0.51197 0.51595 0.51994 0.52392 0.52790 0.53188 0.53586
0.1 0.53983 0.54380 0.54776 0.55172 0.55567 0.55962 0.56356 0.56749 0.57142 0.57535
0.2 0.57926 0.58317 0.58706 0.59095 0.59483 0.59871 0.60257 0.60642 0.61026 0.61409
0.3 0.61791 0.62172 0.62552 0.62930 0.63307 0.63683 0.64058 0.64431 0.64803 0.65173
0.4 0.65542 0.65910 0.66276 0.66640 0.67003 0.67364 0.67724 0.68082 0.68439 0.68793
0.5 0.69146 0.69497 0.69847 0.70194 0.70540 0.70884 0.71226 0.71566 0.71904 0.72240
0.6 0.72575 0.72907 0.73237 0.73565 0.73891 0.74215 0.74537 0.74857 0.75175 0.75490
0.7 0.75804 0.76115 0.76424 0.76730 0.77035 0.77337 0.77637 0.77935 0.78230 0.78524
0.8 0.78814 0.79103 0.79389 0.79673 0.79955 0.80234 0.80511 0.80785 0.81057 0.81327
0.9 0.81594 0.81859 0.82121 0.82381 0.82639 0.82894 0.83147 0.83398 0.83646 0.83891
1.0 0.84134 0.84375 0.84614 0.84849 0.85083 0.85314 0.85543 0.85769 0.85993 0.86214
1.1 0.86433 0.86650 0.86864 0.87076 0.87286 0.87493 0.87698 0.87900 0.88100 0.88298
1.2 0.88493 0.88686 0.88877 0.89065 0.89251 0.89435 0.89617 0.89796 0.89973 0.90147
1.3 0.90320 0.90490 0.90658 0.90824 0.90988 0.91149 0.91309 0.91466 0.91621 0.91774
1.4 0.91924 0.92073 0.92220 0.92364 0.92507 0.92647 0.92786 0.92922 0.93056 0.93189
1.5 0.93319 0.93448 0.93574 0.93699 0.93822 0.93943 0.94062 0.94179 0.94295 0.94408
1.6 0.94520 0.94630 0.94738 0.94845 0.94950 0.95053 0.95154 0.95254 0.95352 0.95449
1.7 0.95543 0.95637 0.95728 0.95818 0.95907 0.95994 0.96080 0.96164 0.96246 0.96327
1.8 0.96407 0.96485 0.96562 0.96637 0.96712 0.96784 0.96856 0.96926 0.96995 0.97062
1.9 0.97128 0.97193 0.97257 0.97320 0.97381 0.97441 0.97500 0.97558 0.97615 0.97670
2.0 0.97725 0.97778 0.97831 0.97882 0.97932 0.97982 0.98030 0.98077 0.98124 0.98169
2.1 0.98214 0.98257 0.98300 0.98341 0.98382 0.98422 0.98461 0.98500 0.98537 0.98574
2.2 0.98610 0.98645 0.98679 0.98713 0.98745 0.98778 0.98809 0.98840 0.98870 0.98899
2.3 0.98928 0.98956 0.98983 0.99010 0.99036 0.99061 0.99086 0.99111 0.99134 0.99158
2.4 0.99180 0.99202 0.99224 0.99245 0.99266 0.99286 0.99305 0.99324 0.99343 0.99361
2.5 0.99379 0.99396 0.99413 0.99430 0.99446 0.99461 0.99477 0.99492 0.99506 0.99520
2.6 0.99534 0.99547 0.99560 0.99573 0.99585 0.99598 0.99609 0.99621 0.99632 0.99643
2.7 0.99653 0.99664 0.99674 0.99683 0.99693 0.99702 0.99711 0.99720 0.99728 0.99736
2.8 0.99744 0.99752 0.99760 0.99767 0.99774 0.99781 0.99788 0.99795 0.99801 0.99807
2.9 0.99813 0.99819 0.99825 0.99831 0.99836 0.99841 0.99846 0.99851 0.99856 0.99861
3.0 0.99865 0.99869 0.99874 0.99878 0.99882 0.99886 0.99889 0.99893 0.99897 0.99900
3.1 0.99903 0.99906 0.99910 0.99913 0.99916 0.99918 0.99921 0.99924 0.99926 0.99929
3.2 0.99931 0.99934 0.99936 0.99938 0.99940 0.99942 0.99944 0.99946 0.99948 0.99950
3.3 0.99952 0.99953 0.99955 0.99957 0.99958 0.99960 0.99961 0.99962 0.99964 0.99965
3.4 0.99966 0.99968 0.99969 0.99970 0.99971 0.99972 0.99973 0.99974 0.99975 0.99976
3.5 0.99977 0.99978 0.99978 0.99979 0.99980 0.99981 0.99981 0.99982 0.99983 0.99983
3.6 0.99984 0.99985 0.99985 0.99986 0.99986 0.99987 0.99987 0.99988 0.99988 0.99989
3.7 0.99989 0.99990 0.99990 0.99990 0.99991 0.99991 0.99991 0.99992 0.99992 0.99992
3.8 0.99993 0.99993 0.99993 0.99994 0.99994 0.99994 0.99994 0.99995 0.99995 0.99995
3.9 0.99995 0.99995 0.99996 0.99996 0.99996 0.99996 0.99996 0.99996 0.99997 0.99997
4.0 0.99997 0.99997 0.99997 0.99997 0.99997 0.99997 0.99998 0.99998 0.99998 0.99998
4.1 0.99998 0.99998 0.99998 0.99998 0.99998 0.99998 0.99998 0.99998 0.99999 0.99999
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140

3

« 0 [
v 025 02 015 01 005 0025 001 0,005 0,0005
1 1,000 1,376 1,963 3,078 6,314 12,706 31,821 63,656 636,619
2 0816 1,061 1,38 1,88 2,920 4,303 6,965 9,925 31,600
3 0,765 0978 1250 1,638 2,353 3,182 4541 5841 12,924
4 0,741 0941 1,190 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 8,610
5 0,727 0920 1,156 1476 2,015 2571 3365 4,032 6,369
6 0,718 0,906 1,134 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,959
7 0711 0896 1,119 1415 1,805 2,365 2,998 3,499 5408
8 0,706 0,889 1,108 1,397 1,860 2,306 2,806 3,355 5,041
9 0,703 0,883 1,100 1,383 1,833 2,262 2,821 3250 4,781
10 0,700 0,879 1,093 1,372 1812 2228 2764 3,169 4,587
11 0,697 0,876 1,088 1,363 1,796 2,201 2718 3,106 4,437
12 0,695 0,873 1,083 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 4,318
13 0,694 0870 1,079 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 4,221
14 0,692 0868 1,076 1,345 1,761 2,145 2,624 2977 4,140
15 0,691 0,866 1,074 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 4,073
16 0,690 0,865 1,071 1,337 1,746 2,120 2583 2921 4,015
17 0,689 0,863 1,060 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,965
18 0,688 0,862 1,067 1,330 1,734 2,101 2,552 2878 3,922
19 0,688 0,861 1,066 1,328 1,729 2,093 2539 2861 3,883
20 0,687 0,860 1,064 1,325 1,725 2,086 2,528 2845 3,850
21 0,686 0,859 1,063 1,323 1,721 2,080 2,518 2831 3819
22 0,686 0,858 1,061 1,321 1,717 2,074 2,508 2819 3,792
23 0,685 0858 1,060 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,768
24 0,685 0857 1,059 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,745
25 0,684 0,856 1,058 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,725
26 0,684 0856 1,058 1,315 1,706 2,056 2479 2779 3,707
27 0,684 0855 1,057 1,314 1,703 2,052 2473 2,771 3,689
28 0,683 0,855 1,056 1,313 1,701 2,048 2467 2,763 3,674
29 0,683 0854 1,055 1,311 1,699 2,045 2462 2756 3,660
30 0,683 0854 1,055 1,310 1,697 2,042 2457 2,750 3,646
40 0,681 0,851 1,050 1,303 1,684 2,021 2423 2,704 3,551
60 0,679 0,848 1,045 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660 3,460
120 0,677 0,845 1,041 1,289 1,658 1,980 2358 2617 3,373
co 0,674 0842 1,036 1,282 1,645 1,960 2,326 2576 3,290
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0.000
0.002
0.024
0.091
0.210
0.381
0.598
0.857
1.152
1.479
1.834
2.214
2.617
3.041
3.483
3.942
4.416
4.905
5.407
5.921
6.447
6.983
7.529
8.085

0.000
0.010
0.072
0.207
0.412
0.676
0.989
1.344
1.735
2.156
2.603
3.074
3.565
4.075
4.601
5.142
5.697
6.265
6.844
7.434
8.034
8.643

0.000 0.001 0.004 0.016
0.020 0.051 0.103 0.211
0.115 0.216 0.352 0.584
0.297 0.484 0.711 1.064
0.554 0.831 1.145 1.610
0.872 1.237 1.635 2.204
1.239 1.690 2.167 2.833
1.646 2.180 2.733 3.490
2.088 2.700 3.325 4.168
2.558 3.247 3.940 4.865
3.053 3.816 4.575 5.578
3.571 4.404 5.226 6.304
4.107 5.009 5.892 7.042
4.660 5.629 6.571 7.790
5.229 6.262 7.261 8.547
5.812 6.908 7.962 9.312
6.408 7.564 8.672 10.085
7.015 8.231 9.390 10.865
7.633 8.907 10.117 11.651
8.260 9.591 10.851 12.443
8.897 10.283 11.591 13.240
9.542 10.982 12.338 14.041

0.025
0.267
0.692
1.219
1.808
2.441
3.106
3.797
4.507
5.234
5.975
6.729
7.493
8.266

0.064 0.102 0.186 0.455
0.446 0.575 0.811 1.386
1.005 1.213 1.568 2.366
1.649 1.923 2.378 3.357
2.343 2.675 3.216 4.351
3.070 3.455 4.074 5.348
3.822 4.255 4.945 6.346
4.594 5.071 5.826 7.344
5.380 5.899 6.716 8.343
6.179 6.737 7.612 9.342
6.989 7.584 8.514 10.341
7.807 8.438 9.420 11.340
8.634 9.299 10.331 12.340
9.467 10.165 11.245 13.339

9.048 10.307 11.037 12.163 14.339
9.837 11.152 11.912 13.083 15.338
10.633 12.002 12.792 14.006 16.338
11.435 12.857 13.675 14.931 17.338
12.242 13.716 14.562 15.859 18.338
13.055 14.578 15.452 16.788 19.337
13.873 15.445 16.344 17.720 20.337
14.695 16.314 17.240 18.653 21.337
9.260 10.196 11.689 13.091 14.848 15.521 17.187 18.137 19.587 22.337
9.886 10.856 12.401 13.848 15.659 16.351 18.062 19.037 20.523 23.337
8.649 10.520 11.524 13.120 14.611 16.473 17.184 18.940 19.939 21.461 24.337
9.222 11.160 12.198 13.844 15.379 17.292 18.021 19.820 20.843 22.399 25.336
9.803 11.808 12.879 14.573 16.151 18.114 18.861 20.703 21.749 23.339 26.336
28 10.391 12.461 13.565 15.308 16.928 18.939 19.704 21.588 22.657 24.280 27.336
29 10.986 13.121 14.256 16.047 17.708 19.768 20.550 22.475 23.567 25.222 28.336
30 11.588 13.787 14.953 16.791 18.493 20.599 21.399 23.364 24.478 26.165 29.336
35 14.688 17.192 18.509 20.569 22.465 24.797 25.678 27.836 29.054 30.894 34.336
40 17.916 20.707 22.164 24.433 26.509 29.051 30.008 32.345 33.660 35.643 39.335
45 21.251 24.311 25.901 28.366 30.612 33.350 34.379 36.884 38.291 40.407 44.335
50 24.674 27.991 29.707 32.357 34.764 37.689 38.785 41.449 42.942 45.184 49.335
60 31.738 35.534 37.485 40.482 43.188 46.459 47.680 50.641 52.294 54.770 59.335
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0.600 0.667 0.750 0.800 0.875 0.900 0.950 0.975 0.990 0.995 0.999

0.708 0.936 1.323 1.642 2.354 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879 10.828
1.833 2.197 2.773 3.219 4.159 4.605 5.991 7.378 9.210 10.597 13.816
2,946 3.405 4.108 4.642 5.739 6.251 7.815 9.348 11.345 12.838 16.266
4.045 4.579 5.385 5.989 7.214 7.779 9.488 11.143 13.277 14.860 18.467
5.132 5.730 6.626 7.289 8.625 9.236 11.070 12.833 15.086 16.750 20.515
6.211 6.867 7.841 8.558 9.992 10.645 12.592 14.449 16.812 18.548 22.458
7.283 7.992 9.037 9.803 11.326 12.017 14.067 16.013 18.475 20.278 24.322
8.351 9.107 10.219 11.030 12.636 13.362 15.507 17.535 20.090 21.955 26.125

9 9.414 10.215 11.389 12.242 13.926 14.684 16.919 19.023 21.666 23.589 27.877
10 10.473 11.317 12.549 13.442 15.198 15.987 18.307 20.483 23.209 25.188 29.588
11 11.530 12.414 13.701 14.631 16.457 17.275 19.675 21.920 24.725 26.757 31.264
12 12.584 13.506 14.845 15.812 17.703 18.549 21.026 23.337 26.217 28.300 32.910
13 13.636 14.595 15.984 16.985 18.939 19.812 22.362 24.736 27.688 29.819 34.528
14 14.685 15.680 17.117 18.151 20.166 21.064 23.685 26.119 29.141 31.319 36.123
15 15.733 16.761 18.245 19.311 21.384 22.307 24.996 27.488 30.578 32.801 37.697
16 16.780 17.840 19.369 20.465 22.595 23.542 26.296 28.845 32.000 34.267 39.252
17 17.824 18.917 20.489 21.615 23.799 24.769 27.587 30.191 33.409 35.718 40.790
18 18.868 19.991 21.605 22.760 24.997 25.989 28.869 31.526 34.805 37.156 42.312
19 19.910 21.063 22.718 23.900 26.189 27.204 30.144 32.852 36.191 38.582 43.820
20 20.951 22.133 23.828 25.038 27.376 28.412 31.410 34.170 37.566 39.997 45.315
21 21.991 23.201 24.935 26.171 28.559 29.615 32.671 35.479 38.932 41.401 46.797
22 23.031 24.268 26.039 27.301 29.737 30.813 33.924 36.781 40.289 42.796 48.268
23 24.069 25.333 27.141 28.429 30.911 32.007 35.172 38.076 41.638 44.181 49.728
24 25.106 26.397 28.241 29.553 32.081 33.196 36.415 39.364 42.980 45.559 51.179
25 26.143 27.459 29.339 30.675 33.247 34.382 37.652 40.646 44.314 46.928 52.620
26 27.179 28.520 30.435 31.795 34.410 35.563 38.885 41.923 45.642 48.290 54.052
27 28.214 29.580 31.528 32.912 35.570 36.741 40.113 43.195 46.963 49.645 55.476
28 29.249 30.639 32.620 34.027 36.727 37.916 41.337 44.461 48.278 50.993 56.892
29 30.283 31.697 33.711 35.139 37.881 39.087 42.557 45.722 49.588 52.336 58.301
30 31.316 32.754 34.800 36.250 39.033 40.256 43.773 46.979 50.892 53.672 59.703
35 36.475 38.024 40.223 41.778 44.753 46.059 49.802 53.203 57.342 60.275 66.619
40 41.622 43.275 45.616 47.269 50.424 51.805 55.758 59.342 63.691 66.766 73.402
45 46.761 48.510 50.985 52.729 56.052 57.505 61.656 65.410 69.957 73.166 80.077
50 51.892 53.733 56.334 58.164 61.647 63.167 67.505 71.420 76.154 79.490 86.661
60 62.135 64.147 66.981 68.972 72.751 74.397 79.082 83.298 88.379 91.952 99.607
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A cualquier ingeniero, a lo largo de su carrera profesional, se le
exigira que tome decisiones racionales, en el sentido que deben ser
tomadas en base a una serie de datos experimentales. La
Estadistica es la ciencia que estudia la recopilacion, presentacion,
analisis y uso de datos para tomar decisiones y resolver problemas.
Pero para poder tomar decisiones a partir de un conjunto de datos
es necesario todo un conjunto de herramientas matematicas que
son en si un campo de las matematicas: la teoria de la probabilidad,
que es aquella que estudia los fendmenos aleatorios. En este libro
se introducen nociones de estadistica descriptiva que permiten
analizar y presentar un conjunto de datos, asi como los principales
conceptos de probabilidad y variables aleatorias que permiten
inferir de estos datos conclusiones que ayuden al ingeniero a tomar

decisionesy a justificarlas con rigor.
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