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Resumen

En la presente memoria de tesis se resume la investigacién llevada a cabo
sobre la reduccién de la vibracién estructural, concretamente en sistemas
en los que se emplean técnicas de amortiguacién pasiva mediante recubri-
mientos superficiales con materiales viscoeldsticos. En este contexto, se han
desarrollado una serie de procedimientos numéricos con los que se pretende
simplificar la labor de los ingenieros que se enfrentan al reto de mejorar las
prestaciones de sus productos en cuanto a la duracién de vida de los com-
ponentes, a la disminucién de la radiacién acustica, al aumento del confort,
o al incremento de la seguridad.

En efecto, las propiedades de los materiales viscoeldsticos son fuerte-
mente dependientes de la temperatura y de la frecuencia, lo que implica un
importante inconveniente a la hora de emplear tanto técnicas de caracteri-
zacién experimental como de simulacién numérica. De hecho, los progra-
mas comerciales de elementos finitos que se encuentran ampliamente di-
fundidos en el dmbito industrial, no tienen implementados algoritmos ca-
paces de tratar eficazmente el tratamiento viscoelastico.

Por ejemplo, el uso de modelos de material con derivadas fracciona-
rias es la forma mds eficiente con la que hoy en dia se puede modelar el
comportamiento viscoeldstico. Pero se trata de una disciplina emergente,
que por supuesto no es considerada por los programas comerciales de ele-
mentos finitos, ni ha logrado en la actualidad el grado de madurez suficien-
te para que pueda ser empleada en aplicaciones préacticas de ingenierfa.

Por lo tanto, en este trabajo se han generado, desarrollado y aplicado
modelos y métodos numéricos para el andlisis dindmico de sistemas estruc-
turales con amortiguamiento viscoeldstico, tanto para el dominio del tiem-
po como para el de la frecuencia, incluyendo modelos homogeneizados para
vigas estructurales con recubrimiento viscoeldstico. También se ha pro-
puesto una técnica experimental que facilita la identificacién de las propie-

dades mecanicas de los materiales viscoeldsticos.



Laburpena

Doktorego-tesi honen memorian egiturazko dardaren murrizketaren analisi-
rako erreminta numerikoen garapenari buruzko ikerketa laburbiltzen da,
material biskoelastikoekin lorturiko azal-estalduren bidezko moteltze pa-
sibo teknikak erabiltzen diren sistemetan, hain zuzen ere. Hari honetan,
ingeniarien lana sinplifikatu nahi da beraien produktuen ezaugarriak hobe-
tzeko erronkari aurre egiteko, osagaien bizitzaren iraupenari, erradiazio
akustikoaren murrizketari, konfortaren handitzeari edo segurtasun handi-
tzeari dagokionean.

Material biskoelastikoen ezaugarriak tenperatura eta maiztasunaren
oso menpekoak dira. Honek guztiak, eragozpen handia suposatzen du ka-
rakterizazio esperimentalen teknikak eta simulazio numerikoaren erremin-
tak erabiltzerakoan. Izan ere, eremu industrialean oso hedatuak dauden
elementu finituen programa komertzialek ez dute inplementatuta trata-
mendu biskoelastikoa, era eraginkor batez, tratatzeko gai diren algoritmo-
rik.

Adibidez, gaur egun jarrera biskoelastikoa karakterizatzeko erarik
eraginkorrena zatidun deribatuen bidezko material-ereduen erabilera da.
Baina jakintzagai berria da, elementu finituen programa komertzialek kon-
tuan hartzen ez dutena eta, gaur egun ingeniaritzako aplikazio praktikoe-
tan aplikatu ahal izateko heldutasun-maila nahikoa lortu ez duena.

Beraz, ikerketa honetan moteltze biskoelastikoa duten egiturazko sis-
temetako analisi dinamikorako eredu eta metodo numerikoak garatu eta
aplikatu dira. Aldi berean material biskoelastikoen ezaugarri mekanikoen
ezagutza errazten duen teknika esperimental bat proposatu da. Metodo
numerikoei dagokienez, hauek iragankorreko analisi dinamikorako eta fre-
kuentzialerako ere garatu dira, habeentzako eta estaldura biskoelastikoak

dituzten egiturazko xaflentzako modelo homogenotuak barne.



Abstract

This dissertation reports the study carried out for the structural vibration
reduction, concretely in systems in which passive damping technologies are
applied by means of surface treatments with viscoelastic materials. In this
context, numerical procedures have been developed aimed at simplifying
the labour of the engineers for improving the performances of their prod-
ucts regarding the life cycle behaviour, the reduction of the acoustic radia-
tion, the comfort enhancement, and the augmentation of the security.

Effectively, the properties of viscoelastic materials are strongly de-
pendent on temperature and frequency, implying an important disadvan-
tage for the experimental characterisation and for the numerical simula-
tion. In fact, the standard finite element programs, which are widely em-
ployed in industrial applications, have not implemented efficient algo-
rithms for the analysis of the viscoelastically damped structures.

For example, nowadays the fractional derivative models are the most
efficient manner for the representation of the viscoelastic behaviour. But
this discipline is at the very beginning, which is neither considered in
standard finite element, nor is sufficiently developed for engineering practi-
cal applications.

Thus, in this investigation numerical methods and models have been
developed and applied for the dynamic analysis of viscoelastically damped
structural systems, in the time and frequency domains, including homoge-
nised models for structural beams with surface damping treatments. Also,
an experimental technique has been proposed for the identification of the

mechanical properties of viscoelastic materials.
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Nomenclatura

Simbolos

ap, ay Coeficientes del modelo de Rayleigh.

a;

ap

A

o

j+1

SR

v}

o
<

Do a0 aaa

]

Coeficiente i-ésimo del modelo de Caughey.

Coeficiente p-ésimo de los modelos diferenciales.

Area de la seccién transversal de una barra,

amplitud del pico de resonancia.

Coeficientes de Griinwald-Letnikov.

Anchura de una viga.

Coeficientes de los modelos diferenciales.

Vector del método FAN.

Rigidez de flexién de la seccién transversal de una viga.
Rigidez de flexién equivalente de una viga compuesta.
Rigidez de flexién equivalente contemplando la cortadura.
Pardametro del modelo WLF.

Matriz de las derivadas de las funciones de interpolacién.
Pardmetro del amortiguamiento viscoso.

Escalar del método de Nelson,

amortiguamiento modal.

Vector del método de Fox y Kapoor.

Rigidez torsional de una barra.

Matriz de amortiguamiento viscoso.

Matriz de amortiguamiento viscoso equivalente.
Coeficiente del modo n-ésimo para una viga en voladizo.
Parametro del modelo WLF.

Tensor eléstico.

Escalar del método de Nelson.

Relacién entre densidades para una viga compuesta.
Matriz de elasticidad.

Base de los logaritmos neperianos.




XXIV

H(t)

NOMENCLATURA

Moédulo de Young.

Energia de deformacién del modo r-ésimo.
Médulo estéatico.

Médulo asintético.

Moédulo complejo.

Moédulo de almacenamiento.

Médulo de pérdida.

Frecuencia.

Frecuencia a la que finaliza la zona gomosa.
Frecuencia de resonancia n-ésima.
Frecuencia méxima en el estudio experimental.
Frecuencia de transicidn.

Funcién genérica dependiente del tiempo.

Densidad de fuerza transversal.

Vector para calcular las derivadas de autovalores y autovectores.

Campo vectorial de las fuerzas de volumen.
Fuerza puntual.
Vector de fuerzas nodales.

Vector de fuerzas nodales equivalentes.

Vector de fuerzas nodales equivalentes de Padovan,

vector de la amplitud compleja de las fuerzas nodales.

Funcién de amortiguamiento normalizada.
Médulo de rigidez de cortadura.
Funcién de relajacién.

Matriz de amortiguamiento no viscoso.
Moédulo de relajacion.

Moédulo asintético.

Espesor.

Funcién de respuesta en frecuencia.
Posicién del plano neutro de una viga.
Funcién de Heaviside.

Matriz de amortiguamiento estructural.

Unidad imaginaria.
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NOMENCLATURA XXV

Pardmetro del modelo de Caughey,

pardmetro del modelo GHM,

pardmetro del modelo ADF,

numero méximo de elementos finitos.

Momento cuadratico de la seccién transversal de una viga.
Numero méximo de iteraciones en el método iterativo.
Momento de inercia.

Funcién de fluencia.

Rigidez.

Rigidez modal.

Rigidez transversal.

Rigidez transversal equivalente.

Matriz de rigidez.

Matriz de rigidez equivalente.

Matriz de rigidez equivalente de Padovan.

Pardmetro de los modelos fraccionarios.

Longitud del elemento finito i#-ésimo.

Longitud.

Masa,

nimero de modos en sistemas con amortiguamiento no viscoso.
Pardametro de los modelos fraccionarios.

Masa modal.

Relacién de médulos en una viga compuesta.

Momento flector.

Matriz de masa.

Matriz de masa equivalente.

Nimero de oscilaciones en el método del decremento logarftmico,
tamano de un sistema matricial,

orden entero de derivacién n-ésimo.

Nimero de datos en la discretizacién de Griinwald-Letnikov,
tamaio de la base modal para el método de Bajer, Belsky y Zeng.

Matriz de las funciones de interpolacién.




XXVI

Pmsx

msx

At
At

Ccr

NOMENCLATURA

Orden de derivacién entero,

nimero de modos con amortiguamiento supercritico.
Pardmetro de los modelos diferenciales.

Punto material genérico de coordenadas (z, y, 2).

Orden de derivacién entero.

Pardmetro de los modelos diferenciales,

numero méximo de incrementos para los métodos incrementales.
Desplazamiento modal.

Vector de desplazamiento modales.

Momento de primer orden.

Frecuencia reducida o normalizada respecto la frecuencia propia.
Frecuencias reducidas para el método HPB.

Relacién de distancias.

Relacién de momentos cuadréticos.

Intervalo de frecuencias reducidas para el método HPB.
Vector de la amplitud compleja de las reacciones nodales.
Variable de Laplace.

Numero méximo de datos experimentales.

Autovalor résimo en un sistema de segundo orden.
Desplazamiento del movimiento sismico de la base.

Area de la seccién transversal de una viga.

Amplitud compleja del desplazamiento del movimiento sismico.
Tiempo actual.

Tiempo de retraso.

Tiempo de referencia en el método del decremento logaritmico,
tiempo necesario para resolver el sistema sin amortiguamiento.
Paso de integracion.

Paso de integracién critico.

Temperatura,

relacién de espesores en una viga compuesta,

fuerza transversal.

Temperatura del comienzo de la zona gomosa,

periodo de oscilacién en el método del decremento logaritmico.
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NOMENCLATURA

Pardmetro del modelo de Arrhenius.

Temperatura de referencia del modelo WLF.
Temperatura de transicién.

Velocidad inicial.

Desplazamiento longitudinal.

Vector de desplazamientos nodales.

Vector de velocidades nodales.

Vector de aceleraciones nodales.

Vector de desplazamientos ineldsticos.

Autovector r-ésimo en un sistema de segundo orden.

Campo vectorial de los desplazamientos.

Vector la amplitud compleja de los desplazamientos nodales.

Desplazamiento transversal.

Campo del desplazamiento transversal de una viga.
Vector del método de Nelson.

Volumen del elemento finito i-ésimo.

Coordenada espacial.

Respuesta transitoria de un sistema de 1 GDL.

XXVvII

Amplitud compleja del desplazamiento de un sistema de 1 GDL.

Coordenada espacial.

Coordenada espacial.

Variable interna i-ésima.

Vector de variables internas en el dominio de Laplace.
Orden de derivacién fraccionario,

coeficiente de la norma ASTM E 756-04.
Funcién de la frecuencia reducida.

Orden de derivacién fraccionario,

coeficiente de la norma ASTM E 756-04.
Coeficiente de forma para la rigidez torsional.
Constante de normalizacién de autovectores.
Tensor viscoeldstico para las deformaciones.
Tensor viscoeldstico para las tensiones.

Funcién delta de Dirac.



XXVIII NOMENCLATURA

o Deformacién inicial.
Erj Error cometido en cada iteracién del método iterativo.
e(t) Deformacién actual.

e(P,t) Campo tensorial de deformaciones.

¢ Coeficiente #-ésimo del modelo GHM.

¢, Factor de amortiguamiento del modo résimo.
n Factor de pérdida.

Mo Maximo valor del factor de pérdida.

0 Tiempo caracteristico.

0(t) Rotacién.
K Parametro de los modelos hereditarios,

factor de ponderacién en el ajuste de modelos.

A Autovalor r-ésimo en un sistema de primer orden.
PN Matriz de los valores propios.

m Pardmetro de los modelos hereditarios.

v Coeficiente de Poisson.

e Numero pi.

p Densidad volumeétrica.

Pe Densidad lineal.

of Tensién inicial.

0o Tensién asintética.

o(t) Tensién actual.

o(P,t) Campo tensorial de tensiones.
T Tiempo de relajacion,

tensién de cortadura.

~9i Término 4-ésimo del autovector r-ésimo.

P Base modal.

) Base modal truncada.

¢, Autovector résimo en sistemas de primer orden.

¢(w)  Funcién del modelo de viga homogeneizada incluyendo cortadura.
P Retraso temporal de la deformacién respecto a la tensién.

w Frecuencia angular.




NOMENCLATURA XXIX

Wy Frecuencia (angular) propia de un sistema de 1 GDL,
frecuencia (angular) del factor de pérdida méximo.

w; Coeficiente i-ésimo del modelo GHM.

wmsx ~ Mayor frecuencia (angular) propia de un sistema.

Wy Frecuencia (angular) propia del modo résimo.

A, Coeficiente i-ésimo del modelo ADF.

I'(z)  Funcién gamma de argumento .

95 Coeficiente i-ésimo del modelo ADF.

Subindices

(*)o
(')c

(*)e
(')i

Relativo al sistema sin amortiguamiento.

Relativo al modo c-ésimo de la viga compuesta en configuracién
AFLD segin la norma ASTM E 756-04.

Relativo a los materiales elédsticos.

Pardmetro #-ésimo del modelo de Caughey,

pardmetro #-ésimo del modelo GHM,

pardmetro i-ésimo del modelo ADF,

indice de un elemento finito.

Indice del sumatorio de Griinwald-Letnikov,

indice del método iterativo.

Pardmetro Fésimo de los modelos fraccionarios.

Relativo al modo n-ésimo de la capa base de una viga compuesta
segun la norma ASTM E 75604,

relativo al paso n-ésimo de la integracién numérica.

Pardametro m-ésimo de los modelos fraccionarios,

relativo al modo m-ésimo de la viga compuesta en configuracién
SFLD segin la norma ASTM E 756-04.

Relativo al momento flector.

Pardmetro p-ésimo de los modelos diferenciales.

Pardmetro ¢-ésimo de los modelos diferenciales,

indice del método incremental.

Relativo al modo r-ésimo.

Relativo al modo résimo.




XXX

(*)s
(*)r
()

NOMENCLATURA

Indice de datos experimentales.
Relativo a la fuerza transversal.

Relativo a los materiales viscoeladsticos.

Operadores

I Operador identidad.

D) Operador de la derivada fraccionaria.
A(s)  Incremento, variacién.

)"
)
()
(%)

)
(): ()

Operador de Hermite (conjugado de la trasposicién).
Operador de la trasposicién.

Numero complejo.

Parte real de un nimero complejo,

derivada con respecto a un pardmetro cualquiera.
Parte real de un nimero complejo.

Derivada primera con respecto al tiempo.
Derivada segunda con respecto al tiempo.
Transformada de Fourier,

transformada de Laplace.

Factorial.

Producto tensorial doblemente contraido.

Abreviaturas

ADF Anelastic displacement fields, un modelo de amortiguamiento.

AFLD Asymmetric free layer damping, designacién de las probetas
FLD en las que el material viscoeldstico se pega en una cara.

AFK Método de Adhikari para calcular derivadas de autovalores y
autovectores basado en el método de Fox y Kapoor.

ATF Augmenting thermodynamic fields, un modelo de amortigua-
miento, caso particular del modelo ADF.

CLD Constrained layer damping, tratamiento viscoeldstico en el que el

material amortiguador forma parte del nicleo de una estructura

tipo sdéndwich.



DMTA

EF
FAN

FD

FLD

FRF
GDL
GHM
IRAM

HPB

FEM
MCF
MEF
MSE

ND
RKU
SFLD

SS
UMSM

NOMENCLATURA XXXI

Dynamic mechanic thermal analysis, método de caracterizacién
de materiales poliméricos.

Elementos finitos.

Método de Friswell y Adhikari para calcular derivadas de auto-
valores y autovectores basado en el de Nelson.

Fractional derivative, modelo constitutivo con derivadas
fraccionarias.

Free layer damping, tratamiento viscoelastic superficial en el que
el material amortiguador se adhiere sobre la superficie a tratar.
Frequency response function, funcién de respuesta en frecuencia.
Grado de libertad.

Modelo de amortiguamiento de Golla, Hughes y McTavish.
Implicitly restarted Arnoldi method, método para la extraccién
de autovalores y autovectores complejos.

Half power bandwidth, método para extraer el factor de perdida
a partir de los picos de resonancia de las FRF.

Finite element method, método del los elementos finitos.

Modal contribution function, funcién de contribucién modal.
Método de los elementos finitos.

Modal strain energy, método de la energfa de deformacién mo-
dal, para aproximar el factor de pérdida en sistemas EF.

Datos no disponibles.

Modelo de Ross, Ungar y Kerwin para vigas CLD.

Symmetric free layer damping, designacién de las probetas FLD
en las que el material viscoeldstico se emplaza en las dos caras.
Stainless steel, designacioén de las probetas de acero inoxidable.
Uncoupled mode superposition method, método aproximado para

resolver sistemas con amortiguamiento viscoso no clésico.
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Introduccion

En este capitulo de introduccién de la memoria de tesis, en primer lugar se
enmarca la investigacién en el campo de la reduccién de la vibracién es-
tructural mediante técnicas de amortiguacién pasiva, concretamente me-
diante recubrimientos superficiales por medio de materiales viscoeldsticos.

A continuacién se presenta un estado del arte sobre cuestiones relati-
vas a: (I) la caracterizacién experimental de las propiedades mecanicas de
los materiales viscoeldsticos; (II) los modelos de comportamiento; (III) téc-
nicas de andlisis de vigas con recubrimiento viscoeldstico; y (IV) modelos y
métodos numéricos para resolver sistemas estructurales amortiguados, tan-
to en el dominio del tiempo como en el de la frecuencia, haciendo uso del
método de los elementos finitos.

A partir del anélisis de la revisién bibliografica, en dltimo lugar se
definen los objetivos de la investigacién, con el propésito general de des-
arrollar herramientas numéricas para facilitar el anslisis dindmico de sis-

temas estructurales con amortiguamiento viscoeldstico.

Andlisis dindmico de sistemas estructurales con amortiguamiento viscoeldstico

Fernando Cortés Martinez, Departamento de Ingenierfa Mecanica, Mondragon Unibertsitatea
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1.1 Enmarque de la tesis

La reduccién de la amplitud de la vibracién estructural en sistemas mecs-
nicos se ha convertido en la actualidad en un objetivo fundamental en nu-
merosos sectores industriales con el fin de alargar la vida de los componen-
tes, disminuir la radiacién actstica, aumentar el confort o incrementar la
seguridad. En la comunicacién de Tomlinson (2001), referente al estado del
arte sobre el papel que desempefia el amortiguamiento en la dindmica es-
tructural, se muestra un diagnéstico sobre diferentes metodologias que in-
troducen amortiguamiento en estructuras que, a las puertas del siglo XXI,
pueden combinar técnicas pasivas, semiactivas, activas y adaptativas. En
el trabajo de Garg y Anderson (2003) se exponen los avances en técnicas
de control hibrido activo-pasivo mediante materiales y estructuras inteli-
gentes en estructuras civiles y militares.

Los tratamientos superficiales por medio de materiales viscoeldsticos
destacan en la actualidad de entre las técnicas de amortiguacién pasiva,
debido a su relativa sencillez de implementacién. En la literatura se pue-
den encontrar tres monografias especialmente dedicadas a este tema, como
la cldsica de Nashif, Jones y Henderson (1985), la de Sun y Lu (1995) y la
mds moderna de Jones (2001). La primera de ellas provee de una préctica
y detallada informacién concerniente a temas que abarcan desde los fun-
damentos de las vibraciones amortiguadas hasta aspectos préacticos de di-
seno. La segunda insiste en una vertiente mas tecnolégica relativa a estruc-
turas tipo viga, placa y anillo, resaltando los métodos numéricos para lle-
var a cabo estudios de sistemas complejos. La més actual de las tres desta-
ca por la especial atencién prestada a la caracterizacién experimental del
comportamiento de los materiales poliméricos sometidos a solicitaciones
dindmicas, y a los modelos matemé&ticos de comportamiento que pueden
ser empleados en técnicas de simulacién. Haciendo especial hincapié en

aspectos constructivos en los sectores aerondutico y de automocién, Rao
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(2003) ha presentado recientemente una excelente revisién sobre las aplica-
ciones de los tratamientos viscoeldsticos.

El mecanismo de amortiguacién de los materiales viscoeldsticos con-
siste en la disipacién de la energia mecanica en forma de calor debido a las
interacciones acontecidas entre las moléculas cuando el material se defor-
ma. La estructura molecular de los polimeros estd formada por largas ca-
denas entrelazadas entre si mediante enlaces covalentes y de van der
Waals (véase, por ejemplo, la monografia de Ward y Hadley (1993) para
los detalles), por lo que ante una solicitacién mecdnica, las fuerzas internas
inducidas son mayores que en los metales, cuya estructura se compone de
enlaces metdlicos que presentan mayor libertad de movimiento atémico.
Por lo tanto, la capacidad de disipacién de energia de los polimeros hace
de ellos materiales a tener en cuenta a la hora de utilizar técnicas pasivas
de amortiguacién en sistemas mecdnicos.

Cuando un material de estas caracteristicas se ve sujeto a cargas o
deformaciones estdticas, se ponen de manifiesto los fenémenos de fluencia y
de relajacién, respectivamente, que apenas se detectan en los sélidos eldsti-
cos excepto a altas temperaturas. La fluencia es un fenémeno en el que
manteniendo el nivel de carga constante, la deformacién crece en el tiem-
po, mientras que la relajacién consiste en una disminucién progresiva de la
tension bajo una deformacién constante. El principio de superposicién de
Boltzmann (1876) describe estos dos fenémenos para la viscoelasticidad

lineal, basado en las dos hipétesis siguientes:

1. Los fenémenos de fluencia y de relajacién son funcién de toda la histo-

ria de la carga del sistema.

2. Cada carga aplicada implica una participacién individual a la deforma-
cién final, de forma que esta se obtiene mediante la adicién de todas las

contribuciones individuales.

Este principio se representa matemégticamente mediante una convolucién,

de acuerdo con
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80(t)

e(t) = +f J(t— (1.1)

y con

8e(t)

o(t) = G.ey + f G(t - (1.2)

para los fenémenos de fluencia y de relajacién, respectivamente, donde e(t)
y o(t) indican la historia de la deformacién y de la tensién, J(t) y G(t)
son las funciones de fluencia y de relajacién, t y ¢ representan el tiempo
actual y el tiempo de retraso, €y y o, denotan las condiciones iniciales de
deformacién y de tensién, y G, y G, son los médulos asintético y de rela-
jacién, denominados en inglés unrelazed modulus y relazed modulus, res-
pectivamente.

Cuando un material viscoeldstico se ve sujeto a un estado de carga
armonico, la deformacién también es arménica pero muestra un retraso en
el tiempo, implicando una relacién tensién-deformacién caracterizada por
un ciclo de hysteresis, que se puede describir mediante diferentes modelos
de comportamiento. Una de las formas més habituales de representar dicha
histéresis es mediante el modelo de amortiguamiento estructural, de mane-
ra que la relacién entre la tensién o(t) y la deformacién €(t) viene dada

por una elipse, que se construye considerando el médulo complejo E'

(Myklestad, 1952), cumpliendo
o(t) = E'e(t) = (E' +1E")e(t) = BA + in)e(?), (1.3)

donde (.)* denota una magnitud compleja, i =+/—1 representa la unidad
imaginaria, y £ =E', E” y 5 son el médulo de almacenamiento, el moé-
dulo de pérdida y el factor de pérdida (en inglés, storage modulus, loss
modulus y loss factor, respectivamente), de forma que este tltimo satisface

la relacién

== (1.4)
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Por consiguiente, la energia disipada en un ciclo de hysteresis depende de
estas propiedades del material, que se ven afectadas por diferentes factores
(Goodman, 1996): composicién quimica, tratamientos térmicos, tensiones
iniciales, frecuencia, temperatura, tipo de solicitacién, nivel de deforma-
cién... De todos estos factores, Jones (1974, 2001) afirma que los mds in-
fluyentes en orden de importancia son la temperatura, la frecuencia y la
amplitud de la deformacién. Este dltimo implica un comportamiento no
lineal que no es sencillo de reproducir y que precisa de numerosos ensayos
para su caracterizacién, por lo que en primera instancia se emplean mode-
los de viscoelasticidad lineal, en los cuales la linealidad se asume hasta ni-
veles de deformacién del 0.1%.

Referente a la temperatura, esta afecta directamente sobre la estruc-
tura molecular de los polimeros, influyendo en sus propiedades fisicas. Para
el caso del médulo complejo, su dependencia de la temperatura se repre-
senta en la Figura 1.1(a), en la que se distinguen tres zonas diferentes

(Nashif et 4l., 1985): la zona vitrea, la de transicién y la gomosa.

| l |
'% vitrea | transicién | gomosa -% gomosa |  transicién | vitrea
A | E | o
g | I R |
s [ — < |
2 7 T~ n R T
g RS T P |
= - =
= | | =1 I [ ~
TS TO fO f;
Temperatura log(Frecuencia)
(a) (b)

Figura 1.1. Evolucién del médulo complejo de un material viscoeldstico en funcién

de (a) la temperatura y de (b) la frecuencia.

En la zona vitrea, a temperaturas inferiores a la de transicién 7, el médu-
lo de almacenamiento E presenta sus valores médximos y el factor de pérdi-
da 7 es creciente. A partir de la temperatura 7, comienza la zona de
transicién, donde el médulo decrece répidamente y el factor de pérdida
presenta un méximo. A partir de la temperatura 7; da comienzo la zona

gomosa, donde el médulo adquiere sus minimos valores y el factor de pér-
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dida presenta una pendiente negativa. La magnitud del médulo E y de la
temperatura 7, marcan la diferencia entre polimeros cristalinos y amorfos
(Ward y Hadley, 1993). En efecto, ambas propiedades son menores para el
caso de los polimeros amorfos, pudiendo ser su temperatura de transicién
T, incluso inferior a la temperatura ambiente.

Relativo a la frecuencia de excitacién, su influencia sobre los polime-
ros se ilustra en la Figura 1.1(b). Cualitativamente, se puede remarcar que
provoca el efecto contrario que el de la temperatura: la zona gomosa se
manifiesta a bajas frecuencias, en la que tanto el médulo de almacenamien-
to como el factor de pérdida crecen lentamente; a partir de cierta frecuen-
cia fy, comienza la zona de transicién, donde el médulo de almacenamien-
to aumenta y el factor de pérdida presenta su méximo; se puede considerar
que la zona vitrea comienza a la frecuencia f, a partir de la cual el médu-
lo practicamente no cambia, y el factor de pérdida decrece. Es imprescin-
dible subrayar que en la Figura 1.1 la escala de las abcisas para la tempe-
ratura es lineal mientras que para la frecuencia es logaritmica, lo que indi-
ca que las propiedades mecdnicas son més sensibles a las variaciones de
aquella que de esta.

Con el fin de reducir el nimero de variables que influyen en el com-
portamiento de una estructura amortiguada, se hace uso lo que se denomi-
nan los métodos de frecuencia reducida, que consisten en asumir que el
médulo complejo a una frecuencia Ji ¥ a una temperatura T} es idéntico al

de otra frecuencia f, v otra temperatura T;, segun la ecuacién

E'(f,) = E"(f, x«(Ty)), (1.5)

donde la funcién «(T'), que modula la frecuencia fo, es una caracteristica,
de cada polimero. Los modelos més extendidos para describir la funcién
a(T) son el modelo WLF (Williams-Landel-Ferry) y el de Arrhenius. El

modelo WLF (Ferry, 1961) se representa mediante la ecuacién

log(a(T)) = ~C -1

—_— Lt 1.6
BTT (16)
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donde B; y Cj son coeficientes que se deben determinar experimentalmen-
te, y T, es una temperatura de referencia arbitraria. Se trata de una rela-
cién no lineal entre las funciones log ((T)) vy 1/T. Contrariamente, el

modelo de Arrhenius propone un modelo lineal dado por

log (a(T)) =Ty [% - Ti] ) (1.7)

donde el pardmetro T} , que debe obtenerse experimentalmente, representa
la pendiente de la relacién log (a(T))—1/T, y esté directamente relacio-
nado con la energia de activacién del polimero, puesto que este modelo
estd basado en la teorfa cinética molecular de las reacciones quimicas de
Arrhenius (1889).

Concluyendo, el médulo de almacenamiento E y el factor de pérdida
n son propiedades mecénicas de los polfmeros cuya dependencia en tempe-
ratura y en frecuencia distingue el amortiguamiento viscoeldstico de otros
mecanismos de amortiguamiento. El anslisis de la eficiencia de un trata-
miento viscoeldstico en un sistema estructural sélo es posible si: (I) las
propiedades de los materiales se caracterizan correctamente, (II) se em-
plean modelos mateméticos que representen fielmente el comportamiento
de los materiales, y (IT) se hace uso de procedimientos numéricos capaces
de tratar eficazmente los problemas derivados de considerar tal dependen-
cia en frecuencia. En consecuencia, la presente investigacién se enmarca
entre las dos ideas siguientes: caracterizacién experimental y teérica de
materiales viscoeldsticos; y formulacién y resolucién numérica de la res-
puesta dindmica de sistemas estructurales con amortiguamiento viscoelds-
tico. A continuacién se muestra una revisién bibliografica relativa a estos
temas, de cuyo andlisis se derivan los objetivos que han gobernado la eje-

cucién de la presente tesis.
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1.2 Estado del arte

La revisién bibliogréfica que se muestra a continuacién se centra sobre las
técnicas de amortiguacién pasiva mediante el uso de materiales viscoeldsti-
cos. Asi, en primer lugar se revisan diferentes técnicas concernientes a la
caracterizacién experimental de los materiales viscoeldsticos, haciendo hin-
capié en la dependencia en frecuencia de las propiedades dindmicas de los
mismos. A continuacién, se analizan diferentes modelos de material para el
comportamiento mecénico de los materiales viscoeldsticos, desde los mode-
los clédsicos de Maxwell y de Kelvin-Voigt, hasta los mas modernos modelos
con derivadas fraccionarias. Posteriormente, se tratan los modelos homo-
geneizados para vigas y placas con tratamiento viscoeldstico, y en tltimo
lugar se discute sobre la simulacién numérica en sistemas més complejos,
que no pueden ser modelados como simples vigas o placas, si no que se

emplean métodos como el de los elementos finitos.

1.2.1 Modelos de material

Los modelos mateméticos que se utilizan para representar el comporta-
miento mecdnico de los materiales viscoeldsticos se pueden agrupar en mo-
delos diferenciales, modelos hereditarios y modelos fraccionarios, segin se
escriba su ecuacién constitutiva. Los modelos diferenciales y hereditarios
més cldsicos son tratados en numerosos libros, por ejemplo, en el de Ward
y Hadley (1993). En trabajos més recientes de autores como Adhikari
(2000) y Park (2001) se comparan diferentes formas de modelar el compor-
tamiento viscoeldstico. A continuacién se presenta una revisién de estos

modelos, resaltando su campo de aplicacién y sus limitaciones.
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1.2.1.1 Modelos diferenciales

Los modelos diferenciales para la viscoelasticidad se formulan combinando
términos que representan los comportamientos eldstico (*)e ¥ viscoso (e),,

definidos mediante las leyes de Hooke y de Newton,
0o(t) = Be(?) (18)
0y (t) = cé(t), (1.9)

respectivamente. Estas dos leyes de comportamiento sélo pueden ser consi-
deradas vélidas cuando la deformacién e(t) y la velocidad de deformacién
é(t) son lo suficientemente pequefias para asumir la existencia de lineali-
dad con la tensién o(t). El comportamiento eldstico se representa por me-
dio de un resorte de rigidez E, y el viscoso mediante un amortiguador de
viscosidad ¢. Los modelos m4s simples son el de Kelvin-Voigt, el de Max-
well y el modelo estandar lineal, este dltimo atribuido a Zener (1948). La
dependencia en frecuencia del médulo complejo se determina a partir de la

transformada de Fourier (3) de la relacién diferencial tensién-deformacion,
§(w) = E" (w)é(w). (1.10)

En la Tabla 1.1 se muestran la representacién de estos tres modelos, la
ecuacién diferencial que los caracteriza, la respuesta transitoria frente a
una tensién y deformacién constantes, la ecuacién para las componentes
real E'(w) e imaginaria E”(w) del médulo complejo E (w), v la evolucién
del médulo de almacenamiento E(w) y del factor de pérdida n(w) en fun-
cién de la frecuencia.

Como se puede apreciar en la Tabla 1.1, el modelo de Kelvin-Voigt es
capaz de representar variaciones lineales del factor de pérdida en el domi-

nio de la frecuencia, pero el médulo de almacenamiento permanece cons-
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tante. Sin embargo, el modelo de Maxwell asume un médulo de almacena-
miento creciente hasta un valor finito partiendo de cero, y el factor de pér-
dida es estrictamente decreciente, comenzando desde valores que tienden a
infinito cuando la frecuencia se acerca a cero. En consecuencia, estos dos
modelos son capaces de reproducir el comportamiento viscoeldstico de los
polimeros en un limitado rango de frecuencia. Sin embargo, para el modelo
de Zener se distingue el comportamiento caracteristico de los materiales

viscoeldsticos, que se ilustré en la Figura 1.1(b).

Tabla 1.1
Modelos diferenciales clésicos
Kelvin-Voigt Maxwell Zener
E, E,
Representacion
q .
Ecuacién . G — g o(t) +—-9()
constitutiva o(t) = Eye(t) + ¢é(t) o(t) + E, (t) = cié(t) E
= Bye(t) + cé(t)
o o o
hS) 9 Q
Respuesta para g g g
o(t) = oy : £ g
A @] A
Tiempo Tiempo Tiempo
s g g
w «
Respuesta para g % g
et) = ¢ B & &
Tiempo Tiempo
) BB} + B’
Médulo E'(w) E W
E\(E; — Ey)we
< " i Al M 1 Pt §
Médulo E’(w) wey E} + Wil
=) o o
Médulo E(w) 3 M. 3 £
3 S 0
E (LU) ’ 77(‘*’) 2 E 2 )
Frecuencia Frecuencia Frecuencia

De las curvas de la respuesta transitoria se extrae que los modelos de Kel-

vin-Voigt y de Maxwell son capaces de reproducir la fluencia y la relaja-
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cién respectivamente, pero no a la inversa, mientras que el de Zener repro-
duce ambos.

Ateniéndose a observaciones empiricas, el comportamiento real de los
materiales poliméricos no puede ser representado en términos de simples
relaciones diferenciales. Se puede obtener una mejor aproximacién median-
te modelos multi-elementos al superponer varios de los modelos bésicos,

conduciendo a una ecuacién diferencial del tipo

Puax dp o t Qnx qu t
a@)+ > a, dtf} ) _ Eee(t) + ) b, —dt(q ) , (1.11)
p=1 q=1

donde tanto la identificacién de los coeficientes Ey, apy Prx s by Y Gmax
como la resolucién de la ecuacién (1.11) resultan tan laborioso, por no de-
cir imposible, que no es habitual emplear este tipo de modelos en aplica-
clones pricticas excepto en ciertos analisis simples en el dominio de la fre-

cuencia.

1.2.1.2 Modelos hereditarios

Aludiendo al principio de superposicién de Boltzmann (1876), se desprende
que los materiales viscoeldsticos poseen memoria, es decir, la respuesta en
un instante dado no depende unicamente del estado y de la carga actuales,
sino que es funcién de toda su historia. Por lo tanto, cualquier modelo de
material viscoeldstico puede ser descrito en términos convolutivos mediante
la integral de Stieltjes usando las funciones de relajacién G(t) y de fluencia

J(t), tal que
o(t) = f_too Gt — #)de(d) (1.12)

e(t) = f_too J(t - £)do(d). (1.13)
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Si se asume que la historia de la tensién y de la deformacién puede repre-
sentarse mediante funciones continuas y derivables, las ecuaciones consti-

tutivas satisfacen las integrales de Riemann o Duhamel
¢ - 86(5) -
t)= t—t)——=dt .
o(t)= [ _a-i) o d (1.14)
5(t)=ft J(t——f)aa—@df, (1.15)
—00 ot
donde las funciones de fluencia J(t) y de relajacién G(t) deben verificar

SLc@ue-iai=L [ seoe-ini=1. @)

Un modelo de material viscoeldstico se puede construir separando la fun-

cién de relajacién en una parte eldstica G,(t) y otra viscosa G, (t),

G(t) = G.(t) + G, (t), (1.17)
de manera que
G.(t) = E, (1.18)
y
G,(t) = eq(t), (1.19)

donde E; indica el médulo estético, c es el pardmetro viscoso, y la funcién

de amortiguamiento ¢(¢) se normaliza segin
o0
fo g(t)dt =1. (1.20)

Haciendo uso de (1.17), la ecuacién (1.14) resulta

o(t) = f_too (Eo + cg(t — E))ag—g)df, (1.21)
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de modo que el médulo complejo se obtiene por medio de la transformada
de Fourier de la ecuacién (1.21), que junto a las propiedades de la integral

de convolucién, deriva en
E" () = By + iwcj(w), (1.22)

donde g(w) representa la transformada de Fourier de la funcién de amorti-
guamiento ¢(¢). Algunas de las funciones de amortiguamiento maés utiliza-
das en la literatura se recogen en la Tabla 1.2, donde &(t) y H(t) represen-
tan la funcién delta de Dirac y la funcién Heaviside, respectivamente, y los

coeficientes H) Y K(.) son pardmetros de los modelos.

El modelo exponencial (Biot, 1955) es equivalente al de Zener, y el
exponencial doble de Golla y Hughes (1985) es una combinacién de dos
exponenciales. El modelo hiperbélico se emplea para representar la fluencia
de materiales poliméricos, al igual que otros modelos recogidos por Craw-

ford (1998). El modelo gaussiano ha sido comparado con el exponencial por
Adhikari y Woodhouse (2001).

Tabla 1.2

Diferentes funciones de relajacién

Modelo 9(t) d(w)
Kelvin-Voigt 8(¢) H(w)
. /!

Exponencial 1 exp (pt) o +iw
Rt €XP(—Higt) + Kyt exp(—pugt) 1

Exponencial doble

o Ve B
K + Ky Kty g +iw  pg +iw
1

ps (1 + pst)?

2
exp(—w” /4py)
Gaussiano 2 /% exp(—yt?)

Hiperbélico —Tw / s exp(iw / pg)

iw -
1—erf ]
2Jny )
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Se puede definir un tiempo caracteristico § para todos estos modelos a

partir del momento de primer orden de la funcién de amortiguamiento,
o0
0= fo tg(t)dt . (1.23)

Este tiempo caracteristico 6 es cero para el modelo de Kelvin-Voigt, o lo
que es lo mismo, para el amortiguamiento viscoso. En consecuencia, este
pardmetro proporciona una herramienta para medir y comparar la memo-
ria de las funciones de amortiguamiento g(t), es decir, qué grado de no
viscosidad presentan.

Ciertos materiales compuestos, como el hormigén polimero, presentan
un -comportamiento en frecuencia que no se refleja en ninguno de estos
modelos (Cortés y Castillo, en imprenta): mientras que el factor de pérdida
viene representado por el pico caracteristico de los materiales viscoeldsti-
cos, el médulo de almacenamiento permanece constante. Este hecho se de-
be a que los dridos, que representan el 90% de la masa del hormigén poli-
mero cuyo comportamiento es esencialmente eldstico, proporcionan un moé-
dulo constante, mientras que la resina, el 10% de masa restante, provee la

capacidad amortiguadora sin variar apenas la rigidez.

1.2.1.3 Modelos fraccionarios

La idea de emplear modelos fraccionarios o FD (del inglés, fractional deri-
vative models) para caracterizar el fenémeno viscoeldstico data de princi-
pios del siglo XX (Nutting, 1921; Germant, 1936, 1938). Hasta la década de
los ochenta, los modelos fraccionarios se usaron exclusivamente para el
ajuste de curvas tedricas a resultados experimentales (Caputo y Mainardi,
1971), hasta que Bagley y Torvik proporcionaron un sentido fisico al mo-
delo desde un punto de vista molecular (Bagley y Torvik, 1983a) y termo-
dindmico (Bagley y Torvik, 1986), proponiendo restricciones para que tan-
to el trabajo de las fuerzas internas como la energia de disipacién sean es-

trictamente positivos. En la actualidad, su trabajo durante los afios ochen-
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ta (Bagley y Torvik, 1979, 1983a, 1983b, 1985, 1986; Torvik y Bagley,
1984) se cita como el origen del uso de ecuaciones constitutivas con deri-
vadas fraccionarias en el campo de la viscoelasticidad.

En las dos iltimas décadas los modelos FD se han convertido en una
potente herramienta para caracterizar el comportamiento de los materiales
viscoeldsticos tanto en el dominio del tiempo como en el de la frecuencia.
A diferencia de los modelos diferenciales, la relacién o(t) — e(t) se escribe
en términos de derivadas de orden no entero, que se conocen también como
derivadas no locales puesto que consideran la historia del sistema, y se re-
presentan por medio del operador D). Asi, el modelo FD de cuatro pars-
metros, también conocido como modelo de Zener generalizado, viene repre-

sentado por

o(t) + 7 D* o(t) = Eye(t) + E,,m® D (), (1.24)

que fue exhaustivamente analizado por Pritz (1996), quien identificé los
parametros del modelo mediante el ajuste a resultados experimentales de
probetas de espuma de PVC. En efecto, el médulo complejo E*(w) en fun-

cién de la frecuencia w (rad/s) resulta

B'(w) = Ey + E?o(in)a (1.25)

I+ (iwr)”
de donde se deduce que Ej y E_, representan los médulos estatico y asin-
tético, respectivamente; el tiempo de relajacién 7 estd relacionado con la
frecuencia a la cual el factor de pérdida alcanza su méaximo valor; y a es el
pardmetro fraccionario, concerniente al nivel de amortiguamiento. En efec-
to, o =0 representa el comportamiento eldstico con un médulo de elasti-
cidad E = 0.5(E; + E.), y para a=1, el modelo se convierte en el de
Zener donde el pardmetro viscoso ¢ viene dado por

c=F

(o)

T. (1.26)
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El pardmetro fraccionario « para los polimeros generalmente se compren-
de entre 0.5 y 0.9. En la Figura 1.2(a) se compara el médulo de almace-
namiento y el factor de pérdida en funcién de la frecuencia para un caso

particular con los dos valores extremos del pardmetro « .

2 .2,
ot =2
2 a2
= g
S 3
Q O
S 2
= " =
< <
3 S| 7 N T
S =
log(Frecuencia) log(Frecuencia)
(a) (b)

Figura 1.2. Representacién del médulo complejo en funcién de la frecuencia para un
modelo FD: (a) de cuatro parametros segin dos valores extremos del pardmetro «; y (b)

de cinco pardmetros para a = 0.9 y dos 6rdenes diferentes del parametro 3.

En la Figura 1.2(a) se hace notorio el cardcter asintético previamente alu-
dido del médulo de almacenamiento. También se manifiesta que el pico del
factor de pérdida es simétrico (las abcisas se encuentran en escala logarit-
mica), y decrece hasta hacerse cero.

Una generalizacién de este modelo puede venir dada por el modelo

FD de cinco pardmetros (Bagley y Torvik, 1983b), que satisface
o(t) + 7 DP o(t) = Eye(t) + B, .7 D* e(t) (1.27)

donde las restricciones termodindmicas proveen que « > (Bagley y Tor-
vik, 1986), cuyos valores numéricos también suelen estar comprendidos

entre 0.5 y 0.9. El médulo complejo resulta

: (1.28)

de manera que la representacién asintética del médulo de almacenamiento

se pierde, el factor de pérdida deja de presentar un pico simétrico, y ade-
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mds este decrece hacia un valor finito en vez de hacerlo hacia cero, como
se muestra en la Figura 1.2(b).

Pritz (2003) analiza otra variante del modelo FD de cinco pardmetros
dado por

o(t)+ 77 DP o(t) = Bye(t) + EByr® DP e(t)
(1.29)
+(Ey — By) T D% £(t),

también con o > 3, y presenta dos ajustes a sendos resultados experimen-
tales obtenidos sobre probetas poliméricas.

Resumiendo, se puede construir cualquier modelo fraccionario a partir

de la relacién mds general

l

max
1+ ZTlﬁl D?
=1

Eo+ S B Do |e(t), (1.30)

m=1

o(t) =

aunque los modelos que habitualmente se encuentran en la literatura son
los de cuatro y de cinco pardmetros. La gran ventaja de los modelos FD
respecto a los diferenciales es que aquellos necesitan menos pardmetros que
estos para lograr un mejor ajuste al comportamiento real de ciertos poli-
meros.

Durante los tltimos afios diferentes autores han empleado el modelo
FD en diferentes aplicaciones tanto tedricas como experimentales: Eldred,
Baker y Palazotto (1995) compararon el comportamiento del modelo Kel-
vin-Voigt frente a un modelo FD; Eldred et 4l. (1996) llevaron a cabo un
estudio sobre la reépuesta transitoria de una barra viscoeldstica caracteri-
zada mediante un modelo FD utilizando diferentes métodos de integracién
numeérica; Enelund y Lesieutre (1999) propusieron una formulacién combi-
nando deformaciones ineldsticas con el operador fraccionario; Enelund y
Olsson (1999) discutieron sobre la capacidad de diferentes modelos consti-
tutivos para representar el comportamiento viscoeldstico, resaltando el po-
tencial de los modelos fraccionarios; Enelund, Mahler, Runesson y Josefson
(1999) implementaron en un cédigo de elementos finitos algoritmos para.

considerar modelos anisétropos tridimensionales; Stankovik y Atanackovic
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(2002) desarrollaron un estudio de las vibraciones laterales de una viga con
material viscoeldstico caracterizado por un modelo FD; Atanackovic (2002)
propuso una generalizacién del modelo Zener con un modelo fraccionario
usando un método de variables internas; Herndndez-Jiménez, Herndndez-
Santiago, Macias-Garcia y Sénchez-Gonzélez (2002) realizaron un estudio
experimental sobre dos polimeros diferentes comparando las mediciones
con lo predicho segin un modelo de Maxwell generalizado; Ouis (2003)
comparé resultados experimentales de elastémeros con los derivados de la
simulacién llevada a cabo mediante un modelo Zener generalizado; Adolfs-
son y Enelund (2003) desarrollaron un modelo fraccionario tridimensional
para grandes deformaciones; Gil-Negrete (2004) propuso métodos de simu-
lacién para el comportamiento dindmico no lineal de apoyos de goma, in-
cluyendo grandes deformaciones, friccién y comportamiento viscoeldstico
mediante modelos FD; Adolfsson, Enelund y Olsson (2005) establecieron
una formulacién basada en variables internas relativas a la tensién para
reducir los esfuerzos computacionales.

En la Seccién 1.2.4.3 se presta una mayor atencién a los métodos
numéricos que permiten tratar el operador fraccionario en el dominio del
tiempo para la simulacién de la respuesta transitoria de sistemas con

amortiguamiento viscoeldstico.

1.2.2 Técnicas experimentales

Las técnicas para determinar empiricamente las propiedades dindmicas de
los materiales poliméricos se pueden agrupar en funcién del rango de fre-
cuencia bajo estudio. En este contexto, Ward y Hadley (1993) proponen la

siguiente clasificacién:

1. Fendémenos cuasiestdticos por debajo de 1 Hz; ensayos de fluencia y de

relajacién (véase, por ejemplo, Turner (1983) para més detalles).

2. Ensayos a baja frecuencia hasta 10 Hz; vibraciones libres.
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3. Ensayos a frecuencias medias hasta 100 Hz; vibraciones forzadas sin

resonancia.

4. Ensayos a altas frecuencias entre 0.1 y 10 kHz; vibraciones forzadas con

resonancia.

5. Ensayos por encima de 10 kHz; métodos de propagacién de ondas (véa-
se por ejemplo Hillstrém, Mossberg y Lundberg (2000) y sus referencias

para los detalles).

Las frecuencias més influyentes en los sistemas mecdnicos industriales osci-
lan desde el hercio hasta alguna centena de hercio, por lo que en esta revi-
sién se hace hincapié en los métodos concernientes a este rango de frecuen-

cia.

1.2.2.1 Ensayos en vibraciones libres

Algunas de las referencias que describen los ensayos en oscilaciones libres
(Ward y Hadley, 1993; Goodman, 1996) los clasifican en ensayos de trac-
cién y de torsién, segin se desee obtener las propiedades de extensién o de
cortadura, respectivamente. La idea es la de configurar un sistema cuyo
comportamiento pueda ser representado por un modelo de un grado de
libertad, como los representados en la Figura 1.3.

En la configuracién de traccién, Figura 1.3(a), la rigidez compleja

k= k(1 +in) de la probeta viscoeldstica viene dada por

=22 (1.31)

donde A y L son el 4rea de la seccién transversal y la longitud de la probe-
ta, respectivamente. Con el propésito de obtener el médulo complejo
E = E(1+41in), se saca la masa m fuera de su equilibrio mecsnico y se

registra su respuesta transitoria z(t).
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k(1 +in)

AN\

(

Figura 1.3. Configuracién para los ensayos en oscilaciones libres: (a) traccion y (b)

o
~—

torsion.

El médulo de almacenamiento E se determina a partir del periodo de osci-

mL
Ty = 27, [— 1.32
0= ™4 (1.32)

y el factor de pérdida 7 se obtiene mediante la técnica del decremento

lacién 7, dado por

logarftmico (véase la Figura 1.4), que consiste en medir la relacién del des-

plazamiento entre dos picos separados un niimero entero de ciclos n,

n= 1 In 2(t) , (1.33)

donde ?; representa un instante arbitrario para el que la respuesta presen-
ta un maximo.

En la configuracién del péndulo de torsién, Figura 1.3(b), lo que se
registra es el dngulo de rotacién de la barra de momento de inercia J;. La

rigidez compleja de la probeta C" = C (1+1in) viene dada por

, (1.34)

donde I, es el momento cuadrético polar y ~ es el coeficiente de forma
(v =1 para la seccién circular). El médulo de cortadura G y el factor de

pérdida 7, tal que G = G(1+1in), se pueden determinar de modo equiva-
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lente al del ensayo de traccién. En ambas configuraciones, el material pue-
de ser caracterizado en un amplio rango de frecuencias utilizando diversos

valores de masa m y de inercia Jj .

o alt)
g - a(ty +nTp)
z e \
g E T N\
oA
= : i
a, .' ;
w0 H '
(] ' H
A | !
tO to + nTO
Tiempo

Figura 1.4. Respuesta transitoria de un sistema con un grado de libertad para la

identificacién del médulo complejo mediante la técnica del decremento logaritmico.

Recientemente, Cortés y Castillo (en imprenta) han aplicado un método
para la extraccién del médulo complejo en probetas de hormigén polimero
y de fundicién gris, que consiste en ajustar la respuesta transitoria de un
modelo de varios grados de libertad a las medidas experimentales, hacien-

do uso del algoritmo de minimizacién de Nelder y Mead (1965).

1.2.2.2 Ensayos en vibraciones forzadas sin resonancia

Estos métodos consisten en someter una probeta a una carga armonica de
frecuencia fy medir la deformacién inducida. Se puede obtener el ciclo de
histéresis mostrado en la Figura 1.5(a) representando en las abcisas la de-
formacién medida y en ordenadas la tensién aplicada. La pendiente del eje
mayor de la elipse estd relacionada con el médulo, y la relacién entre los
ejes menor y mayor con el factor de pérdida. El drea de la elipse representa
la energia disipada en un ciclo por unidad de volumen (véase, por ejemplo,

Sun y Lu (1995) para mds detalles).
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También se puede representar la tensién y la deformacién en funcién
del tiempo, como se indica en la Figura 1.5(b). El médulo se obtiene de la
relacién existente entre las amplitudes de la tensién y la de la deformacién,

y el factor de pérdida se calcula a partir del retraso ¢ de esta, tal que

n = tan(2mf1). (1.35)

Actualmente, los modernos equipos que se usan en la técnica DMTA (del
inglés, dynamic mechanical thermal analysis; véase por ejemplo Menard
(1999) para los detalles) permiten caracterizar las propiedades viscoeldsti-
cas en un importante rango de temperatura y de frecuencia, hasta 200 Hz.
Usando técnicas espectrales y multifrecuencia se pueden determinar de
forma sencilla los coeficientes de los modelos WLF y de Arrhenius. Los
equipos comerciales, como por ejemplo los de TA Instruments y los de
Perkin Elmer, permiten configuraciones de ensayo de traccién, compresién,

cortadura, flexién tres puntos y voladizo.

sién

Ten
Respuesta estacionaria

Deformacién P .
Tiempo

(a) (b)
Figura 1.5. Respuesta ante una fuerza armdnica: (a) ciclo de histéresis y (b) evolu-

cién de la tensién y de la deformacién.

Recientemente, Caracciolo, Gasparetto y Giovagnoni (2004) han propuesto
una técnica experimental para la completa caracterizacién de un material
viscoeldstico, determinando el coeficiente de Poisson y el médulo complejo
de una probeta de pequenio tamano sometida a una excitacién sismica. La

probeta se instrumentaliza con galgas extensométricas para medir el coefi-
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ciente de Poisson. El sistema se excita con un excitador electrodindmico,
de manera que la aceleracién sismica de la base se mide con un aceleréme-
tro y la velocidad de la probeta con un vibrémetro liser. El punto de me-
dida de la velocidad se elige estratégicamente, coincidiendo con un nodo
del segundo modo de vibracién de la probeta, para asumir que la velocidad
medida se debe primordialmente al primer modo. Esta configuracién per-
mite ensayar el material sin apenas variar sus propiedades de masa y de
rigidez, aunque una técnica de estas caracteristicas que no emplea las reso-
nancias no es posible si no con un equipamiento muy preciso. Un inconve-
niente que presenta esta técnica es que a partir de cierta frecuencia, la res-

puesta puede no venir dada dnicamente por el primer modo de vibracién.

1.2.2.3 Ensayos en vibraciones forzadas con resonancia

Estos ensayos consisten en excitar los modos de vibracién deseados en el
rango de frecuencia de estudio. El médulo complejo se extrae a partir de
los picos de resonancia de la funcién de respuesta en frecuencia (FRF) me-
diante diferentes técnicas (véase por ejemplo Jones (2001), Nashif et &l.
(1985) o Ewins (2000) para una descripcién més detallada de estas técni-
cas), de entre las cuales destaca el método HPB (del inglés, half power

bandwidth).

Médulo de la FRF

w‘l"
Frecuencia

Figura 1.6. Médulo de la funcién de respuesta en frecuencia para la identificacién

del médulo complejo mediante la técnica HPB.
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El médulo se calcula a partir de las frecuencias de resonancia w, de los
modos r-ésimos, y el factor de pérdida relacionando el ancho de banda
Aw, en el que la amplitud del pico se reduce en 3.01 dB (véase la Figura

1.6), con la frecuencia de resonancia w, , tal que

(1.36)

Para materiales poco rigidos con los que no se puede elaborar probetas
autoportantes, la norma ASTM E 756-04 (2004) estandariza una técnica,
para extraer sus propiedades dindmicas, de manera que el material viscoe-
lastico se adhiere a una probeta-soporte de material estructural, general-
mente metdlico como acero o aluminio, cuyo factor de pérdida puede ser
considerado despreciable. Se excita la probeta en el rango de frecuencias de
0-5 kHz, y se mide el desplazamiento para obtener la funcién de respuesta
en frecuencia. Esta norma establece que se debe emplear transductores sin
contacto, tanto para la fuerza de excitacién como para la medicién de la
respuesta, con el fin de no modificar las propiedades del sistema. Las confi-
guraciones de viga contempladas por la norma se representan en la Figura
1.7: la asimétrica, la simétrica o de Van Oort y la séndwich. Las dos pri-
meras se emplean para obtener las propiedades de extensién, y la tltima
para las de cortadura. La extraccién del médulo complejo se basa en las
teorfas de vigas homogeneizadas de Oberst y Frankenfeld (1952) y de Ross,

Ungar y Kerwin (1959), que se describen en la seccién siguiente.

C— Viga base

Material viscoeldstico

()

Figura 1.7. Probetas (a) asimétrica, (b) simétrica y (c) séndwich.
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1.2.3 Modelos homogeneizados

Los tratamientos viscoeldsticos destacan de entre las técnicas de amorti-
guacién pasiva para reducir la amplitud de la vibracién estructural. Se tra-
ta de una tecnologia ampliamente utilizada en diversos sectores industria-
les (véanse por ejemplo los articulos de Rao (2003) y de Subramanian, Su-
rampudi, Thomson, y Vallurupalli (2004) relativos a los sectores aerondu-
ticos y de automocién). En estructuras que trabajan a flexién, como vigas
y placas, se utilizan las configuraciones en capa libre o FLD, y en capa
confinada o CLD (del inglés, free layer damping y constrained layer dam-
ping, respectivamente), representadas en la Figura 1.8. La configuracién
FLD, en sus modalidades asimétrica y simétrica, es mds sencilla de imple-
mentar mientras que la CLD es mds efectiva en cuanto a la relacién amor-
tiguamiento-peso que introduce el miicleo viscoeldstico. Respecto a otras
técnicas de amortiguacion, los tratamientos viscoeldsticos presentan el in-

conveniente de anadir masa en el sistema original.

Capa viscoeldstica Capas viscoeldsticas
— N
" —] = N : —
¥ Capa base Capa base
(a) (b)

/ Capa de confinamiento

P
=

L

: i
Capa viscoeldstica L Capa base
(c)

Figura 1.8. Configuraciones para los tratamientos superficiales viscoeldsticos: (a)

FLD asimétrica, (b) FLD simétrica, y (c) CLD.

La configuracién FLD se consigue pegando una ldmina del material viscoe-
léstico sobre el componente estructural mediante un adhesivo, o bien apli-
cando una emulsién con brocha o pistola sobre la superficie a tratar debi-
damente preparada. Para la CLD, algunos fabricantes comercializan ldmi-
nas del séndwich ya constituido para procesarlo posteriormente, o bien

suministran la capa de confinamiento (generalmente de aluminio para mi-
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nimizar la masa afladida) con el nicleo polimérico el cual se adhiere direc-
tamente sobre la estructura a tratar, o unicamente proveen un adhesivo
para que sea aplicado entre dos ldminas metélicas. Algunos proveedores de
estos materiales son: Soundown Corporation, Hodgson & Hodgson Group
Ltd., Wardle Storeys (Blackburn) Ltd. y Acoustical Solutions Inc.

A continuacién se presentan los modelos de viga FLD y CLD que
permiten, por un lado, determinar empiricamente el médulo complejo de
materiales viscoeldsticos poco rigidos, y por otro lado, permiten predecir el
comportamiento dindmico de estructuras con tratamiento superficial amor-

tiguador.

1.2.3.1 Modelos FLD

En la configuracién FLD, el material trabaja bajo esfuerzos normales.
Oberst y Frankenfeld (1952) determinaron un médulo complejo equivalen-
te sumando la rigidez de flexién de cada una de las capas. A partir de la
teorfa de Euler-Bernoulli, la rigidez de flexién compleja equivalente B:q
satisface

B,, = B, + B;, (1.37)
donde B: = EeI: y B: = E:I: son la rigidez relativa a las capas eldstica y
viscoelastica, respectivamente, de manera que I: y I: son los momentos
cuadraticos complejos de sendas secciones rectas, evaluados respecto al

plano neutro.

Para la viga simétrica, estos vienen dados por

* 1 3 * He 2
I :EbHe +bHe Hn —'—2-' (138)

e

Yy por

* 1 3 H «V
I, = EbH\, +bH, [He +—21—Hn] , (1.39)
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donde H, y H, representan el espesor de las capas eldstica y viscoelastic

sa, y la posicién del plano neutro H;: respecto a la base de la viga viene

dada por

gt = BeHe + BH,QH, +H,)
2(B.H, + B,H,)

(1.40)

El caracter complejo de las propiedades geométricas significa que estas no
son constantes durante la vibracién, si no que tanto la posicién del plano
neutro como consecuentemente los momentos de segundo orden, varfan en
el tiempo. Si los materiales fueran eldsticos, todos los términos resultarian
ser reales y las ecuaciones (1.37)-(1.40) conducirfan a las expresiones clasi-
cas de vigas homogeneizadas.

En cambio, para una viga FLD simétrica la posicién del plano neutro

si que es constante, por lo tanto real, y viene dada por

H, :%JFHV, (1.41)

y los momentos de segundo orden, también reales, por

I, = inj (1.42)
12
y por
3
I, = bfgv b—I;—"(He +H,. (1.43)

Aunque la formulacién de Oberst y Frankenfeld (1952) estd inicialmente
deducida para la flexién de vigas, se puede adoptar una expresién similar

para placas (Nashif et 4l., 1985).

1.2.3.2 Modelos CLD

Las tecnologias CLD son ampliamente empleadas para la reduccién de la

vibracién estructural en numerosas aplicaciones industriales (véase el arti-
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culo de Li y Crocker (2005) para una revisién concerniente a métodos ana-
lticos, numéricos y experimentales). En este caso, el material viscoeldstico
disipa energia al verse sometido a esfuerzos cortantes.

El modelo RKU, presentado por Ross et l. (1959) para una viga
simplemente apoyada, es uno de los primeros modelos desarrollados para
vigas sdndwich con micleo viscoeldstico, y es uno de los méas usados en la

actualidad. Este modelo se basa en las siguientes hipétesis:
1. Existe un plano neutro cuya posicién varfa con la frecuencia.
2. La deformacién de la viga es senoidal.

3. El campo del desplazamiento en las intercaras del sindwich es conti-

nuo.

4. La mayor parte de la energia disipada se debe a los esfuerzos de corta-
dura del nicleo viscoelastico, este caracterizado por su médulo comple-

jo dependiente de la frecuencia G (w).

5. El desplazamiento transversal es idéntico para las tres capas de la

misma seccidén transversal.

Este modelo es equivalente al de Oberst y Frankenfeld (1952) cuando el
espesor de la capa de confinamiento tiende a cero. La segunda de las hipé-
tesis mencionadas implica que el modelo RKU est4 inicialmente concebido
para vigas simplemente apoyadas, aunque se pueden emplear unos factores
correctores para otras condiciones de contorno (véase, por ejemplo, Jones
(2001) para més detalles sobre dichos coeficientes), sobre todo para el pri-
mer modo. A partir del segundo modo, el modelo RKU es practicamente
aplicable para cualquier condicién de contorno. En un trabajo reciente de
Teng y Hu (2001) se analiza la influencia de los pardmetros de disefio para

estructuras CLD empleando el modelo RKU.
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DiTaranto (1965) propuso un modelo que se describe con una ecua-
cién diferencial de sexto orden en términos del desplazamiento longitudinal
de las capas, cuyos resultados son independientes de las condiciones de
contorno, lo que implica que se trata de una aproximacién simple.

Mead y Markus (1969) desarrollaron un modelo de viga sindwich re-
presentado por una ecuacién en derivadas parciales de sexto orden, escrita
en términos del desplazamiento transversal, con el que estudiaron la in-
fluencia de las condiciones de contorno.

Yan y Dowell (1972) simplificaron el modelo anterior al asumir que la
distribucién de la tensién de cortadura es constante a lo largo del espesor
del niicleo viscoeldstico, resultando en una ecuacién de cuarto orden. Por el
hecho de considerar una distribucién uniforme de la deformacién de corta-
dura, la ecuacién de este modelo es més sencilla de resolver que la de Mead
y Markus (1969), pero no respeta el equilibrio de las fuerzas en las caras
externas de las pieles en el estado de tensién plana. En consecuencia, este

modelo difiere del anterior cuando el nicleo no es lo suficientemente rigido.

No obstante, para niveles bajos de deformacién de cortadura, los resulta-

dos proporcionados por los dos modelos son equivalentes.

Rao y Nakra (1974) introdujeron en la ecuacién del movimiento tér-
minos referidos a las inercias de traslacién longitudinal y de rotacién de la
seccién transversal. Bajo estas hipétesis, se obtiene un sistema de ecuacio-
nes diferenciales, cuya resolucién hace aparecer modos de vibracién de
flexién y de cortadura, en funcién de las condiciones de contorno impues-
tas.

Macé (1994) desarrollé una teorfa simplificada para vigas CLD con
capa viscoeldstica delgada, y propuso una discretizacién en elementos fini-
tos cuyos resultados fueron comparados con los de otros modelos.

Todas estas teorias se conciben asumiendo que el comportamiento del
nicleo del séndwich es eldstico y lineal, para después adjuntar el cardcter
complejo a su médulo de cortadura y asi contemplar la viscosidad. En
cambio, Liu, Trogdon y Yong (1999) presentaron una formulacién en la
que se considera un comportamiento hereditario genérico para el material

viscoeldstico, aunque no propusieron ningin ejemplo numérico. Galucio,
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Deti y Ohayon (2004) expusieron una formulacién para el analisis dindmico
transitorio de vigas CLD en las que el material viscoeldstico se representa
mediante modelos fraccionarios.

En resumen, aunque el modelo RKU pierde precisiéon en diversos ca-
sos, por ejemplo cuando las inercias de rotacién y de extensién no son des-
preciables, es el més sencillo de emplear en aplicaciones préacticas, por lo
que hoy en dfa, cinco décadas después de que fuera enunciado, sigue siendo
el més utilizado. Al igual que el modelo de Oberst y Frankenfeld (1952), el
RKU puede ser adaptado para su uso en placas (Nashif et 4l., 1985).

1.2.4 Modelos y métodos numéricos

1.2.4.1 Introduccién

Para poder analizar estructuras de geometria compleja, cuyo comporta-
miento no pueda ser equiparado al de una, viga o una placa simple, es pre-
ciso hacer uso de métodos numéricos. El método de los elementos finitos
(MEF, o FEM del inglés finite element method) ha logrado durante las
tltimas décadas una madurez tal que en la actualidad se encuentra profu-
samente extendido en el campo de la ingenierfa mecdnica para el disefio y
optimizacién de productos y sistemas industriales. Las monografias refe-
rentes al MEF mayormente citadas en la literatura son la de Bathe (1996),
la de Hughes (2000) y la de Zienkiewicz y Taylor (2004).

En dindmica estructural, el MEF discretiza las ecuaciones en deriva-
das parciales que gobiernan el sistema para transformarlas en un sistema

matricial de orden n dado por
Mii(t) + Cu(t) + Ku(t) = F(¢), (1.44)

donde M es la matriz de masa y K es la matriz de rigidez (estas matrices

generalmente son simétricas y definidas positivas), C es la matriz de
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amortiguamiento viscoso, y u(t), u(t), ii(t) y F(¢) son los vectores de des-
plazamientos, velocidades, aceleraciones y fuerzas nodales.

Para el andlisis dindmico transitorio, la ecuacién (1.44) se puede re-
solver mediante superposicién modal si el sistema es lineal o, de forma mds
general, mediante métodos de integracién directa como los métodos de
Houbolt (1950), Newmark (1959), Wilson-6 (Wilson, 1962; Wilson, Far-
hoomand y Bathe, 1973) y Hilber, Hughes y Taylor (1977).

Para el anélisis estacionario en el dominio de la frecuencia, el proble-

ma se enuncia transformando la ecuacién (1.44) en el domino de Fourier,
(~w’M +iwC + K)i(w) = F(w), (1.45)

donde @(w) y F(w) representan la transformada de Fourier de u(t) y de
F(¢). Para resolver la ecuacién (1.45), generalmente se emplea la superpo-
sicién modal en los sistemas lineales, y un método directo en los no lineales
(véase Ewins (2000) para més detalles). Los esfuerzos computacionales pa-
ra la superposicién modal radican en resolver el problema de los valores
propios complejos, y para el método directo en resolver el sistema de ecua-
ciones (1.45) a las frecuencias de interés, con el inconveniente de perder
informacién sobre la participacién de cada modo. El anslisis estacionario se
simplifica si se emplea un modelo de amortiguamiento estructural, para el

cual el sistema de ecuaciones viene dado por
(<M + K + iH)i(w) = F(w), (1.46)

donde H es la matriz de amortiguamiento estructural.

Como los materiales viscoeldsticos introducen una no linealidad en el
sistema al poseer coeficientes no constantes en las matrices de rigidez y/o
de amortiguamiento, algunos investigadores han invertido esfuerzos en
desarrollar modelos de amortiguamiento y métodos computacionales que
permitan resolver las ecuaciones del movimiento de forma sencilla. En este

apartado se presentan los trabajos mds relevantes en este campo.
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1.2.4.2 Modelos de amortiguamiento

Los modelos de amortiguamiento viscoeldstico se pueden clasificar en mo-
delos de amortiguamiento cldsico, amortiguamiento no cldsico y amorti-
guamiento no viscoso. Los dos primeros se caracterizan por poseer coefi-
cientes constantes, mientras que los del no viscoso son dependientes de la
frecuencia. Los modelos de amortiguamiento clésico son aquellos que impli-
can la existencia de modos normales, o lo que es lo mismo, sus autovecto-
res son reales, como sucede por ejemplo con el conocido amortiguamiento
de Rayleigh (1877), mientras que los autovectores de un sistema con amor-
tiguamiento no cldsico son complejos. No obstante, un sistema con amorti-
guamiento no viscoso puede poseer o no modos normales.

Seguidamente se muestran diferentes modelos que se emplean para
representar la matriz de amortiguamiento. En primer lugar se exponen las
condiciones que debe cumplir un sistema para presentar modos normales.
Después se revisan los modelos GHM y ADF, que siendo a priori modelos
de amortiguamiento no viscoso, mediante el uso de variables internas y
llevando a cabo las transformaciones adecuadas, se convierten en sistemas
con amortiguamiento no cldsico. Finalmente se tratan los modelos con de-

rivadas fraccionarias.

Amortiguamiento cldsico

Los sistemas con amortiguamiento cldsico, aparte de poseer coeficientes
constantes en las matrices de amortiguamiento viscoso C o estructural H,
se caracterizan porque estas se diagonalizan usando los autovectores del
sistema sin amortiguamiento. Como generalmente las matrices de masa y
de rigidez son simétricas, los autovectores son reales: entonces se dice que
el sistema posee modos normales.

El més sencillo de los modelos clésicos es el modelo de amortigua-
miento proporcional o de Rayleigh (1877), quien asume que la matriz de

amortiguamiento es proporcional a la matriz de masa y/o de rigidez segiin
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H= oM+ oK, (1.48)

si se trate de amortiguamiento viscoso o estructural, respectivamente,
donde a; y ay son los coeficientes de proporcionalidad. Para el caso del
amortiguamiento viscoso, Caughey y O’Kelly (1965) establecen que para

que un sistema amortiguado posea modos normales, se debe cumplir que
KM 'Cc=CcM K. (1.49)

Esta condicién la verifica el modelo de amortiguamiento de Caughey
(1960), dado por

zumx -2

C=aM+aK+) akK(M'K) (1.50)
1=3

donde el orden 744, y los coeficientes a; se pueden elegir, por ejemplo,
mediante el ajuste a resultados experimentales, o bien, empleando los mé-
todos propuestos por Bilbao, Avilés, Agirrebeitia y Ajuria (2006), que con-
sisten en sustituir la matriz de amortiguamiento original por otra equiva-

lente segin criterios de energia modal y de energia disipada.

Amortiguamiento GHM

El modelo GHM (Golla, Hughes y McTavish) es la generalizacién del mo-
delo exponencial doble (Golla y Hughes, 1985), previamente mencionado
en el apartado 1.2.1.2. La forma final del modelo, que fue presentada por
McTavish y Hughes (1993), emplea variables internas z; relativas a mi-
niosciladores (véase la Figura 1.9), tal que

o2

z,(s) = — u(s), 1.51
O =) (151)
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de manera que el médulo complejo en el domino de Laplace resulta

E'(s)=E,

- +2Cws+w

mﬁx 2 5 oA
1+Z & 23 268 J (1.52)

donde Ep, iy4, &;, (; y @; se obtienen mediante el ajuste a resultados

22
d & Ey
i w
~ 2
“ aE, ¥
L -

I—l .

Figura 1.9. Representacién del modelo GHM.

experimentales.

Este modelo ofrece el beneficio de transformar el sistema original en otro
dado por la ecuacién (1.44) con coeficientes constantes. Como la matriz de
amortiguamiento viscoso resultante no satisface generalmente la ecuacién
(1.49), el sistema no posee modos normales, o lo que es lo mismo, el mode-
lo GHM conduce a un sistema con amortiguamiento no clésico. Dado que
se introducen variables internas, se incrementa el tamafio del sistema, con
lo que el andlisis modal se vuelve practicamente impracticable, por lo que
este modelo se emplea de forma exclusiva para el anélisis dindmico transi-

torio por medio de técnicas de integracién directa.

Amortiguamiento ADF

El modelo ADF (anelastic displacement fields), propuesto por Lesieutre y
Bianchini (1995), se trata de la generalizacién del método unidimensional
augmenting thermodynamic fields (ATF) désarrollado por Lesieutre y Min-
gori (1990). En este modelo, se separa el desplazamiento resultante u(t) en
una componente eldstica u,(t) y otras i,,, componentes ineldsticas ua,i(t)

(el subindice (¢), se debe al término anelastic),
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zmxix

u,(t) =u(t) - Zua’i(t) . (1.53)

=1

Con este modelo se emplea un médulo complejo en el dominio de Fourier

que satisfaga

1

'mﬁx 2 ] .
1+ Z A, w” + 1wk,

E'Ww=E
() 0 w2+Q$

, (1.54)

1=1

donde los pardmetros del material By, tpge, A y €, se evalian mediante
el ajuste a curvas experimentales. Al igual que para el modelo GHM, se
logra un sistema con amortiguamiento no clésico, y por las mismas razo-
nes, sélo se emplea para obtener la respuesta transitoria mediante métodos
directos.

Los modelos GHM y ADF se han evaluado con éxito en estudios re-
cientes, principalmente en técnicas hibridas de control activo-pasivo (véan-
se por ejemplo los trabajos de Lam (1997), Wang (2001), Da Silva (2003) y
Fung y Yau (2004)). Trindade, Benjeddou y Ohayon (2001) concluyeron a
partir de los resultados de un trabajo previo (Trindade et &l., 2000) que el
modelo ADF es mds eficiente que el GHM en cuanto a que precisa de me-
nos parametros de material para obtener resultados equivalentes. Friswell,
Inman y Lam (1997) propusieron una mejora de estos métodos con el fin
de disminuir el nimero de pardmetros a utilizar, y més recientemente, Ad-
hikari y Wagner (2004) han desarrollado un método para integrar en el
tiempo un modelo exponencial, en el que eliminando un importante nime-
ro de variables internas, se reducen considerablemente las necesidades

computacionales.

Amortiguamiento FD

Los modelos con derivadas fraccionarias o FD, que se enunciaron en la
Seccién 1.2.1.3 desde el punto de vista del material, tienen la ventaja de

que con pocos pardmetros se consigue reproducir la dependencia en fre-
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cuencia de las propiedades de algunos polimeros. Generalmente, un sistema
estructural amortiguado con materiales caracterizados por un modelo FD
no posee modos normales, amén de presentar matrices de rigidez y de
amortiguamiento variables en frecuencia. En cuanto a la respuesta transi-
toria, el tratamiento del operador fraccionario supone un esfuerzo adicio-

nal, y serd tratado en detalle en la seccién siguiente.

1.2.4.3 Métodos numéricos para el modelo FD

El célculo fraccionario se trata de una disciplina que histéricamente se ha
visto relegada a la matemdtica tedrica, pero desde hace unas pocas décadas
se le ha atribuido diferentes aplicaciones a esta rama del andlisis matems-
tico. Las cuatro monografias de referencia que habitualmente se citan son
las de Hilfer (2000), Podlubny (1999), Miller y Ross (1993) y la més clasica
de Oldham y Spanier (1974), aunque recientemente Kilbas, Srivastava y
Trujillo (2006) han publicado un nuevo libro con interesantes aplicaciones.

La derivada de orden a de una funcién f(t), 0 < a < 1, puede expre-

sarse segun la definicién de Riemann-Liouville,

app=dSO __ 1 d pt fE)
D7) = dt® _I‘(1—a)dtfo(t—£)a d, (1.55)

donde I'(z) es la funcién gamma de argumento real z, dada por
I(z) = fo “etielgg (1.56)
Esta funcién representa la funcién factorial generalizada, satisfaciendo
z!=T(z+1), (1.57)
lo que coincide con la definicién clésica del factorial cuando z es un ndme-

ro entero. La ecuacién (1.55) indica que la derivada fraccionaria es un

operador no local, el cual contempla toda la historia de la funcién, siendo
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rador no local, el cual contempla toda la historia de la funcién, siendo titil
para caracterizar la memoria de los polimeros.

El tratamiento numeérico clésico del operador fraccionario se recoge en
el texto de Oldham y Spanier (1974), donde se exponen diferentes méto-
dos. Uno de los mds eficientes para un orden de derivacién 0 < a <1 es el
denominado G1, que se basa en la definicién de la derivada fraccionaria de
Griinwald-Letnikov (véase también por ejemplo el libro de Podlubny
(1999) para més detalles).

La definicién de la derivada fraccionaria de Griinwald-Letnikov con-
siste en escribir las derivadas de orden entero de una funcién mediante su

pasado, de modo que la primera derivada viene dada por

1y g F() = f(E = At)
DO = Jim T 058
la segunda por
2 oo o J) = 2f( — Ab) + f(t — 2A¢1)
D f(t) = Alirjlo (0P , (1.59)

la tercera por

D3 () = lim f@t)—3f(t— At)+ 3f(t3—— 2At) — f(t — 3At) . (1.60)
At—0 (At)
etcétera, pudiéndose deducir que la derivada n-ésima satisface
N-1 (n
D" f(t) = i A" =2 | f(t = jAt)], 1.61
f(t) = lim |(A?) ]Zz(:)( )[]]f( JAt) (1.61)
donde
N =t/At (1.62)

y donde se ha empleado el binomio de Newton

[n] _n (1.63)

i|” =Pt
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que, utilizando la funcién gamma.,
(n j—n-—1 -

la ecuacién (1.61) se puede transformar en

n L N I'(j—n) .
D f(t)—Alirfo (At) me(t—jAt) : (1.65)

=0

Sustituyendo el orden entero n de la derivada de la ecuacién (1.65) por un
orden real a cualquiera, la definicién de Griinwald-Letnikov de la deriva-

da fraccionaria resulta

o : —Q = P(J - a) ;
D =1 A - JA .
ft) = lim |(A2) ;0 (oG 1) ft—jat)|,  (1.66)
o, finalmente,
N-1
D® f(t) = Autmo (A~ > At - jAL), (1.67)

donde a los términos A;,; se les denomina coeficientes de Griinwald-

Letnikov, o simplemente de Griinwald, que verifican

__TG-a
A1 = (=)L +1)

(1.68)

De la ecuacién (1.67) se desprende que la derivada fraccionaria se constru-
ye empleando toda la historia de la funcién, ponderada por los coeficientes
de Griinwald-Letnikov, lo que pone en evidencia la memoria del operador

fraccionario. Para evitar el uso de la funcién gamma en las aplicaciones
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numéricas, se utilizan las siguientes propiedades de estos coeficientes de

ponderacién:
4 =1, (1.69)
Ay = i%_‘—lAj (1.70)
y,sl a>-—1,
}Ln;loAjH =0. (1.71)

A esta tltima propiedad se la conoce como la memoria corta del operador
fraccionario, e implica que la historia m4s reciente es mas influyente que la
més lejana.

Por lo tanto, el método G1 para aproximar numéricamente la deriva-
da fraccionaria (véase Oldham y Spanier (1974) para més detalles sobre
este y otros métodos numeéricos) consiste en considerar un paso de integra-

cion At finito y aproximar la ecuacién (1.67) como
1 N-1
D® ()~ e O Ayt~ ). (172
(At)*

Recientemente, Diethelm, Ford, Freed y Luchko (2005) han presentado
una seleccién de algoritmos més actuales. A continuacién se revisan una
serie de métodos desarrollados en los tltimos afios para sistemas estructu-
rales: Enelund y Lesieutre (1999) propusieron un modelo de elementos fini-
tos combinando un campo de desplazamientos ineldstico con derivadas
fraccionarias; Gusella y Terenzi (2001) definieron dos métodos numéricos
para resolver la ecuacién del movimiento de sistemas de n grados de liber-
tad con amortiguamiento expresado mediante derivadas fraccionarias, que
son versiones adaptadas del método de las diferencias finitas centrales y
del método implicito de Newmark con aceleracién constante; Ingman y
Suzdalnitsky (2001) presentaron un método numérico convergente para la
solucién de la ecuacion del movimiento fraccionaria mediante la transfor-

macién de la ecuacién integral de Volterra; Yuan y Agrawal (2002) mos-
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traron un método numérico para un sistema masa-muelle-amortiguador
fraccionario, transformando la ecuacién del movimiento en un conjunto de
ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden mediante la férmula
integral de Laguerre, aunque Schmidt y Gaul (2006a) han demostrado re-
cientemente que dicho modelo es equivalente a emplear un ntmero finito
de resortes y amortiguadores; Adolfsson, Enelund y Larsson (2004) han
propuesto una técnica de integracién numérica con historia dispersa para
reducir los esfuerzos computacionales; Schmidt y Gaul (2006b) han des-
arrollado un método basado en la definicién de Griinwald-Letnikov de la
derivada fraccionaria, que simplifica el proceso de célculo pero conserva al
mismo tiempo sus propiedades.

En lo que concierne al anélisis de la respuesta transitoria de sistemas
estructurales con amortiguamiento viscoeldstico usando el método de los
elementos finitos, Bagley y Torvik (1985) fueron de los primeros autores en
presentar una aplicacién usando esta técnica, llevando a cabo el estudio de
una viga con tratamiento CLD.

Dos afios més tarde, Padovan (1987) presenté un excelente articulo
en el que se desarrollan diferentes algoritmos, en los que el material viscoe-
lastico se caracteriza mediante modelos FD. En esta formulacién, se aplica
el principio de los trabajos virtuales dando lugar a una ecuacién del movi-
miento fraccionaria, la cual se propone resolver mediante superposicién
modal y mediante métodos directos, tanto explicitos, implicitos como mix-
tos, empleando el método G1 para la discretizacién del operador fracciona-
rio. Schmidt y Gaul (2002) implementaron la formulacién de Padovan
(1987) en un cédigo de elementos finitos esténdar y estudiaron un caso
tridimensional, donde los pardmetros del modelo FD fueron identificados
por medio del ajuste a resultados experimentales en los dominios temporal
y frecuencial. Estos algoritmos presentan un importante inconveniente, que
es el de la necesidad de calcular y memorizar el estado tensional en cada
paso de integracién, lo que implica importantes recursos computacionales.

Una década después de que se publicase el trabajo de Padovan
(1987), Enelund y Josefson (1997) presentaron una formulacién basada en

el principio de superposicién de Boltzmann (1876), en la que no se precisa
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del célculo previo de la tensién, si no que se debe resolver una ecuacién del
movimiento matricial con términos convolutivos.

Escobedo-Torres y Ricles (1998) desarrollaron una formulacién espe-
cialmente concebida para sistemas con materiales tanto eldsticos como vis-
coeldsticos, que consiste en ensamblar las matrices de los elementos finitos
en el dominio de Laplace; aplicando la transformada inversa, se obtiene
una ecuacién del movimiento fraccionaria que se resuelve numéricamente
mediante un algoritmo basado en las diferencias finitas centrales y en el
método G1. La ventaja que presenta este método es que no precisa del c4l-
culo de las tensiones para resolver los desplazamientos, aunque un incon-
venlente importante es que el esquema explicito empleado es condicional-

mente estable, hecho que restringe su uso considerablemente.

1.2.4.4 El problema de los valores propios complejos

Haciendo uso de la técnica de los elementos finitos, el problema generaliza-
do de los valores propios para sistemas estructurales sin amortiguamiento

viene representado por el sistema de ecuaciones lineales

Ko, = \Md,, (1.73)

donde la matriz de rigidez K puede ser definida positiva o semipositiva, y
la matriz de masa M es definida positiva. Siendo ambas simétricas, el valor
y vector propios r-ésimos A, y ¢, son reales, con 7 < n, donde n indica el
tamano del sistema.

Dos monograffas relativas al problema de los valores propios en sis-
temas matriciales son las de Saad (1992) y de Chatein (1993). Los métodos
numericos que generalmente se emplean en dindmica estructural se recogen
en la mayorfa de los textos sobre elementos finitos (Bathe, 1996; Hughes,
20005 Zienkiewicz y Taylor, 2004). Estos métodos se pueden clasificar en
técnicas iterativas (vector iteration method, subspace iteration method...) y

técnicas de transformacién (Jacobi, Lanczos...). Mientras que aquellos se
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usan generalmente en problemas de pequefia dimensién, estos son espe-
cialmente eficaces en sistemas de tamafio considerable.
El problema de los valores propios complejos en sistemas con matriz

de amortiguamiento estructural H considera la matriz de rigidez compleja

K =K+ iH, de modo que el sistema lineal resulta

K ¢ = A'Mdy (1.74)

donde tanto los autovalores A: como los autovectores ¢, son complejos
(excepto si el sistema posee modos normales, en cuyo caso los autovectores
son reales) y se pueden determinar mediante los métodos complejos de
Lanczos (1950) o de Arnoldi (1951). El método IRAM (implicitly restarted
Arnoldi method) desarrollado por Sorensen (1992) para sistemas de gran
tamano, estd implementado en el software gratuito ARPAK (Lehoucq,
Sorensen y Yang, 1998) y en el programa comercial Matlab (MATLAB
Version 6, 2001). Leung (1995) presenté una alternativa, el método com-
plex subspace iteration, pero no lo comparé con otros métodos en cuanto a
esfuerzos computacionales.

Estos métodos demandan importantes esfuerzos computacionales, por
lo que en casos practicos es habitual emplear métodos aproximados. En la
actualidad, el método MSE (modal strain energy) es el mis aceptado en
aplicaciones de ingenieria. Algunos de los primeros autores en utilizar esta
técnica son Jonson, Kienholtz y Rogers (1981), Soni (1981), Soni y Bogner
(1982), Jonson y Kienholtz (1982) y Kluesener y Drake (1982). Este méto-
do consiste en resolver el sistema no amortiguado, considerar que el amor-
tiguamiento no influye en el autovector ¢,y obtener el factor de pérdida

modal a partir del ratio

Ty = H—, (1.75)
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donde 7, es el factor de pérdida que se estima para el modo r-ésimo, i,
es el numero total de elementos finitos, 7, es el factor de pérdida del ma-
terial del elemento finito 4-ésimo, y E, ; representa la energia de deforma-
cién debida al modo résimo almacenada en el elemento finito 1-ésimo, da-

da por
1. T
Er,z' = _2'¢r sz)'r ) (176)

donde K; es la matriz de rigidez del elemento finito 7-ésimo y (-)T el ope-
rador de la trasposicién. Aunque se asume que el método MSE es aplicable
Unicamente en sistemas con bajo amortiguamiento, con 7, < 0.1, en las
referencias citadas previamente se comprueba que en aplicaciones practicas
con vigas sdandwich se puede obtener precisién suficiente incluso con mate-
riales de elevado amortiguamiento.

Cuando se tiene en cuenta la dependencia en frecuencia de las propie-
dades mecdnicas de los materiales viscoeldsticos, el problema de los valores

propios se convierte en un sistema de ecuaciones no lineales

K (w,)d) = XMd;, (1.77)
donde

w, = Re(\X}). (1.78)

La solucién exacta se obtiene implementando los métodos aludidos con
anterioridad en algoritmos iterativos, con lo que consume tanto tiempo,
que en aplicaciones practicas autores como Trindade et 4l. (2000) emplean
una modalidad iterativa del método MSE.

El problema de los autovalores complejos en sistemas con matriz de

amortiguamiento viscoso viene dado por el sistema de segundo orden

(M +5,.C+K)u, = 0. (1.79)
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La forma m&s habitual de resolver este problema consiste en transformar el

sistema cuadrético en las ecuaciones del espacio de estado, resultando en el

L‘ir} =s, {zr} (1.80)

Aunque las matrices son reales y simétricas, no son definidas positivas, de

sistema lineal
-K 0
0 M

C M
M 0

modo que tanto el autovalor s, como el autovector u, 7-€simos son com-
plejos, excepto si el sistema posee modos normales en cuyo caso el autovec-
tor es real. Asf, se han de emplear los algoritmos convenientes, por ejem-
plo, el método de transformacién QZ (Moler y Stewart, 1973), para resol-
ver dicho problema.

El método aproximado equivalente al MSE es el utilizado en el
UMSM (uncoupled mode superposition method, véase Ozgiiven (2002) para
mds detalles), que se fundamenta en considerar que el autovector u, es el

mismo que el del sistema no amortiguado, por lo que el autovalor s, se

s = (~¢ +11= ), (1.81)

puede escribir como

donde la frecuencia natural w, y el factor de amortiguamiento ¢, se ob-

tienen de
T
2= u{“*KuT _F (1.82)
u,Mu, m,
y de

T
Cr = 21 u{:Cu,. =, (1.83)
w, u,Mu, 2w,m,

respectivamente, donde m,., ¢, y k. describen los pardmetros modales de
masa, amortiguamiento y rigidez (Ewins, 2000). Este método ofrece resul-
tados lo suficientemente precisos cuando el amortiguamiento es pequeio,
¢, <0.01.

Bajer, Belsky y Zeng (2003) han desarrollado recientemente un nuevo

método aproximado para la extraccién de los modos complejos, el cual ha
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sido implementado en el programa ABAQUS/Standard V6.4. Con este
método se parte de los resultados del sistema no amortiguado de orden n y
calcula tinicamente N modos normales. Se proyecta las matrices originales
sobre el subespacio modal para obtener un sistema cuadrdtico de menor
tamano que el original, de orden N x N, que puede ser resuelto en el espa-
cio de estado. Los vectores propios en la base original se calculan des-
haciendo el cambio de base. La ventaja de este método es el menor tiempo
computacional requerido, pero se puede perder precisién en sistemas con
elevado amortiguamiento.

La desventaja de la transformacién en el espacio de estado radica en
que se duplica el tamafio del sistema. Por lo tanto, algunos investigadores
han propuesto nuevos métodos que trabajan en el espacio original. Asi,
Ruge (1998) presenté el método complex vector iteration, pero no comparé
sus resultados con los clésicos. Fischer (2000) resolvié el sistema cuadrético
directamente mediante el método complez subspace iteration. Este autor si
compard su método con otros dos: el método de Lanczos y el método de
Hessenberg con factorizacién Schur+. Pero las conclusiones no son claras,
puesto que intenta comparar el tiempo computacional de la solucién com-
pleta de estos dos, con el tiempo que precisa su método para extraer dni-
camente algunos autovectores. En cualquier caso, los métodos complex vec-
tor ateration y complex subspace iteration se presentan como efectivos en
procesos iterativos como en el andlisis de optimizacién y de sensibilidad,
puesto que en cada iteracién se puede partir del resultado de la iteracién
anterior, lo que incrementa la velocidad de convergencia.

Considerando la variacién de las propiedades dindmicas de los mate-
riales viscoeldsticos, o lo que es lo mismo, considerando un modelo de
amortiguamiento no viscoso, el problema de los valores propios se obtiene

al escribir la ecuacién del movimiento (Adhikari, 2002b)
t A
Mii(2) + fo G, (t — D)u(@)df + Ku(t) = 0 (1.84)

en el domino de Laplace, resultando
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(2 M +5,G,(s5,) + K)u, =0, (1.85)

donde la matiz G, () viene definida segun la funcién de relajacién emplea-
da para representar el comportamiento viscoeldstico, como se indicé en la
Seccién 1.2.1.2, y év (s) denota su transformada de Laplace. Para extraer
los autovalores del sistema no lineal (1.85), se deben obtener las m raices

de la ecuacién caracteristica
det (s?M + 5,G, (s,) + K)=0, (1.86)
de manera que su orden m es generalmente mayor que 2 x n,

m=2Xn+p, (1.87)

lo que significa que el cardcter no viscoso del sistema introduce p polos
extra, donde p > 0. Consecuentemente, los modos del sistema se pueden
clasificar en modos eldsticos, relativos a los 2xn autovalores complejos
agrupados en pares conjugados, y modos no viscosos, que aparecen debido
a la naturaleza viscoeldstica del mecanismo de amortiguamiento. Para sis-
temas pasivos estables, estos p autovalores extra son negativos y reales,
por lo que sus modos no viscosos asociados son modos con amortiguamien-
to supercritico, es decir, no exhiben un comportamiento oscilatorio. Muller
(2005) ha llevado a cabo un exhaustivo e interesante analisis sobre un sis-
tema de un grado de libertad.

Adhikari (2001) analizé las condiciones para las que un sistema con
amortiguamiento no viscoso presenta modos normales, demostrando que se

debe satisfacer cualquiera de las tres siguientes ecuaciones:
KM™'G,(t) =G, ()M K, (1.88)
MK™'G,(t) = G,()K~'M (1.89)

M(G,(®) 'K = K(G, (1)) M. (1.90)
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Resumiendo, aparte del método aproximado MSE iterativo, no existen mé-
todos adaptados para resolver el problema de los valores propios complejos
en sistemas estructurales con amortiguamiento viscoeldstico, en los que las
matrices se componen de coeficientes que no son constantes. Ademsds, en
estos casos es frecuente emplear métodos directos para obtener la, respuesta,
en frecuencia, lo que conlleva a la pérdida de informacién sobre la partici-

pacién de cada modo.

1.3 Objetivos de la investigacién

1.3.1 Anadlisis del estado del arte

De la revisién bibliografica se concluye que existen carencias en cuanto a
las técnicas de andlisis de reduccién de la vibracién estructural sobre los
que se puede incidir, concernientes a: (I) los procedimientos experimentales
para caracterizar materiales viscoeldsticos; (II) los modelos de comporta-
miento de material; métodos numéricos eficaces para el anslisis por ele-
mentos finitos (III) de la respuesta transitoria empleando modelos FD, (Iv)
del problema de los valores propios complejos en sistemas con amortigua-
miento variable en frecuencia, y (V) de la respuesta en frecuencia sin per-
der informacién sobre la participacién modal; y de (VI) modelos de viga
con tratamiento viscoeldstico. A continuacién se desarrollan cada uno de
estas cuestiones, de donde se desprenden objetivos que han dirigido esta
investigacién.

En cuanto a las técnicas experimentales, la norma ASTM E 756-04
(2004) establece una metodologia para extraer las funciones de respuesta
en frecuencia de las probetas haciendo uso de transductores sin contacto,
tanto para la fuerza de excitacién como para la medicién de la respuesta,
con el fin de no modificar las propiedades del sistema. Caracciolo et &l.
(2004) propusieron una técnica en la que, en vez de aplicar una fuerza sin

contacto, la probeta se excita por la base mediante un movimiento sismico,
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y la extraccién de las propiedades mecénicas se realiza asumiendo que la
respuesta se debe exclusivamente al primer modo de vibracién de la probe-
ta. Asi, el primer objetivo consiste en proponer una técnica para caracteri-
zar materiales viscoeldsticos que, respetando al miximo la norma ASTM E
756-04 (2004), se sirva de los beneficios del trabajo de Caracciolo et 4l.
(2004).

Relativo a los modelos mateméticos que describen el comportamiento
de los materiales viscoeldsticos, ninguno de los modelos existentes en la
actualidad son capaces de representar el comportamiento de ciertos mate-
riales compuestos, como pudieron comprobar Cortés y Castillo (en impren-
ta) en el hormigén polfmero: el médulo de almacenamiento es constante en
frecuencia como el de los materiales eldsticos, mientras que el factor de
pérdida presenta el mdximo caracteristico de los materiales viscoeldsticos.

En lo que compete al anilisis por elementos finitos para la respuesta
dindmica transitoria de sistemas estructurales con tratamiento viscoeldsti-
co empleando modelos fraccionarios, se trata de una disciplina que en la
actualidad no ha logrado alcanzar todavia una madurez suficiente para
aplicaciones practicas. En efecto, las formulaciones propuestas por Pado-
van (1987) son la referencia para numerosos autores, pero presentan el in-
conveniente de tener que calcular y almacenar en cada paso de integracién
el estado tensional, precisando de importantes recursos computacionales.
Por ello, se ha considerado que existe una importante drea de actuacién
para la mejora de las prestaciones de los algoritmos de Padovan (1987).

Concerniente al problema de los valores propios complejos, los siste-
mas estructurales con amortiguamiento variable en frecuencia discretizados
en elementos finitos presentan un tamafio lo suficientemente grande para
que no sea posible emplear métodos exactos en las aplicaciones précticas.
De hecho, en la literatura se encuentran aproximaciones como el método
MSE iterativo, pero ain y todo, consume importante tiempo computacio-
nal porque en cada iteracién debe resolver el problema de los valores pro-
pios del sistema no amortiguado, amén de tratarse de un método que ofre-

ce resultados precisos inicamente en sistemas con bajo amortiguamiento.
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Respecto a la respuesta estacionaria en el dominio de la frecuencia de
los sistemas estructurales con amortiguamiento variable, el uso de métodos
directos no contempla la participacién individual de cada modo en la res-
puesta total, lo que supone un importante inconveniente en aplicaciones
practicas de ingenierfa.

Haciendo referencia a los modelos para vigas con tratamiento viscoe-
ldstico, se ha podido constatar que el modelo de Oberst y Frankenfeld
(1952) sigue siendo el més empleado en configuraciones FLD. Este modelo
se basa en la teorfa de vigas delgadas, por lo que no presenta suficiente
precisién en vigas cortas o gruesas en las que los esfuerzos de cortadura
adquieren especial relevancia. Ademds, tal y como se formula el modelo de
Oberst y Frankenfeld (1952), tiene el inconveniente de que no se puede

utilizar para el andlisis transitorio de sistemas con modelos fraccionarios.

1.3.2 Objetivos

A partir del anélisis de la revisién bibliografica mostrado en la seccién an-
terior, a continuacién se enuncian los siete objetivos que han guiado este

trabajo:

1. Proponer una técnica experimental para caracterizar el médulo comple-
jo de materiales viscoeldsticos tomando como referencia la norma
ASTM E 756-04 (2004), pero sustituyendo la respuesta forzada de la

probeta por la respuesta ante un movimiento sismico de la base.

2. Desarrollar un modelo hereditario para el comportamiento de materia-
les viscoeldsticos que presentan un médulo de almacenamiento constan-
te en frecuencia y un factor de amortiguamiento variable mostrando el
pico caracteristico de la zona de transicién de los materiales viscoeldsti-

COsS.
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3. Proponer una formulacién de elementos finitos para el andlisis dindmico
transitorio de sistemas estructurales con tratamientos amortiguadores
mediante materiales viscoeldsticos caracterizados por medio de modelos

FD, mejorando las prestaciones de la formulacién de Padovan (1987).

4. Desarrollar un método aproximado para resolver eficazmente el pro-
blema de los valores propios complejos en sistemas estructurales con
tratamiento viscoeldstico, donde el material amortiguador se caracteriza
por medio de modelos cuyas propiedades mecénicas son variables en

frecuencia.

5. Formular una metodologia para estudiar la respuesta en frecuencia de
los sistemas con amortiguamiento variable incluyendo las contribucio-
nes individuales de cada modo de vibracién, con el fin de disponer de
una herramienta equivalente a la que se emplea en los sistemas no

amortiguados o con amortiguamiento constante.

6. Enunciar un modelo de viga homogeneizado para el anélisis por ele-
mentos finitos de vigas FLD con el material viscoeldstico caracterizado

segun un modelo fraccionario.

7. Analizar el campo de aplicacién del modelo cldsico de vigas FLD en
cuanto al espesor de las capas, y proponer un modelo de viga gruesa

que considere el efecto de los esfuerzos cortantes.

1.3.3 Organizacién de la memoria de tesis

El trabajo desarrollado para la consecucién de los siete objetivos expuestos
en la seccién anterior se recoge en los cuatro capitulos siguientes.

El Capitulo 2 hace referencia a la caracterizacién de materiales vis-
coeldsticos, tanto desde un punto de vista teérico como experimental. En

primer lugar, se describe la técnica experimental que se ha disefiado para



OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION 51

obtener las propiedades mecdnicas de materiales viscoeldsticos que no son
lo suficientemente rigidos para elaborar una probeta autoportante. Esta
técnica toma como referencia la norma ASTM E 756-04 (2004), pero en
vez de emplear la respuesta forzada que implica la utilizacién de un trans-
ductor de fuerza sin contacto, se hace uso de la respuesta a una excitacién
sismica. A continuacién, se presenta una caracterizacién tedrica del mate-
rial ensayado mediante el ajuste de los modelos Zener y FD de cinco pa-
rdmetros a los resultados experimentales. Por ltimo, se incluye el andlisis
de un modelo hereditario para la representacién de materiales compuestos
que presentan un médulo de almacenamiento constante en frecuencia, pero
un factor de pérdida que varia como comunmente lo hacen los materiales
viscoeldsticos en la zona de transicién.

En el Capitulo 3, se presenta una formulacién de elementos finitos
para el andlisis dindmico transitorio de sistemas estructurales con trata-
mientos FLD donde el material amortiguador se caracteriza mediante un
modelo FD de cinco pardmetros. A diferencia de Padovan (1987) que em-
plea el principio de los trabajos virtuales, en este trabajo se propone utili-
zar el método de los residuos ponderados sobre la ecuacién local del balan-
ce de la cantidad de movimiento, proporcionando un sistema matricial con
derivadas fraccionarias. Estas derivadas no locales se aproximan mediante
la definicién de Griinwald-Letnikov, lo que permite desarrollar esquemas
de integracién directa tanto explicitos como implicitos. Finalmente, se pre-
sentan aplicaciones numeéricas para comparar los resultados obtenidos con
la formulacién propuesta con los de Padovan (1987), ademds de analizar la
influencia del tiempo de integracién y del truncamiento de los coeficientes
de Griinwald-Letnikov. |

Los métodos desarrollados para el andlisis en frecuencia de los siste-
mas estructurales con amortiguamiento viscoeldstico se tratan en el Capi-
tulo 4. Se contemplan tanto modelos de amortiguamiento estructural como
viscoso, de manera que para el caso més general, las propiedades del mate-
rial amortiguador son dependientes de la frecuencia. Por un lado, se des-
criben los métodos numéricos aproximados para extraer los valores y vec-

tores propios complejos que, partiendo de la solucién no amortiguada, es-
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timan las propiedades modales complejas a partir de las derivadas de los
autovectores. Por otro lado, para sortear el inconveniente de la pérdida de
informacién que implica el uso de los métodos directos para obtener la res-
puesta en frecuencia, se propone el método de la superposicién de las fun-
ciones de contribucién modal. Este consiste en evaluar la respuesta parti-
cular de cada modo para las frecuencias de interés teniendo en cuenta la
no linealidad suscitada por la variacién de las propiedades modales.

Con el dnimo de reducir el costo computacional en la simulacién de
vigas con tratamientos FLD, en el Capitulo 5 se describen dos formulacio-
nes homogeneizadas con la determinacién de dar solucién a sendas caren-
cias inherentes al modelo cldsico de Oberst y Frankenfeld (1952): por un
lado la imposibilidad de realizar andlisis temporales, y por otro lado su
restriccién de uso a vigas delgadas. Asi, la primera de las formulaciones
homogeneizadas que se proponen, permite llevar a cabo el andlisis dindmi-
co transitorio en vigas FLD donde el material viscoeldstico se caracteriza
mediante un modelo FD de cinco pardmetros. La segunda formulacién se
desarrolla para el estudio de la respuesta en frecuencia de vigas FLD com-
puestas por capas gruesas, en las cuales la cortadura adquiere especial re-
levancia.

Finalmente, en el Capitulo 6 se resumen las principales conclusiones
del trabajo de investigacién realizado, resaltando las aportaciones funda-
mentales y las limitaciones de los resultados obtenidos. Ademds, se plan-
tean las lineas de investigacién futuras para perfeccionar y ampliar el tra-

bajo realizado hasta el momento.
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Técnicas de caracterizacion

En esta capitulo se recoge el trabajo desarrollado en relacién a las técnicas
de caracterizacién de materiales viscoeldsticos, desde los puntos de vista
experimental y tedrico.

En primer lugar se describe el procedimiento experimental que se ha
empleado para extraer el médulo complejo de un material polimérico que
no es lo suficientemente rigido para elaborar probetas autoportantes, como
sucede habitualmente en aplicaciones FLD para reducir la amplitud de la
vibracién estructural. Dicha técnica toma como referencia la norma ASTM
E 756-04 (2004), pero en lugar de utilizar la respuesta ante una fuerza de
excitacién aplicada mediante un transductor sin contacto, se hace uso de la
respuesta a la excitacién sismica de la base.

A continuacién se presenta una caracterizacién tedrica del material
ensayado, mediante el ajuste de los modelos Zener y FD de cinco pardme-
tros a los resultados experimentales.

Para finalizar, se incluye el andlisis de un nuevo modelo hereditario
que se ha desarrollado para la caracterizacién de materiales compuestos
que presentan un médulo de almacenamiento constante en frecuencia, pro-
pio del comportamiento eldstico, pero con un factor de pérdida que exhibe

el pico caracteristico del comportamiento viscoeldstico.

Andlisis dindmico de sistemas estructurales con amortiguamiento viscoeldstico

Fernando Cortés Martinez, Departamento de Ingenieria Mecénica, Mondragon Unibertsitatea
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2.1 Introducciéon

La dependencia en frecuencia de las propiedades mecénicas de los materia-
les viscoeldsticos implica que su caracterizacién experimental se debe llevar
a cabo mediante técnicas especificas. Asi, para materiales poco rigidos que
no son apropiados para elaborar probetas estructurales, la norma ASTM E
756-04 (2004) establece un procedimiento para identificar el médulo com-
plejo de extensién y de cizalladura. En el capitulo anterior ya se ha men-
cionado que para obtener el médulo de cortadura se emplea la configura-
cién CLD (constrained layer damping), mientras que para el de extensién
se utiliza la FLD (free layer damping).

La norma indica que las probetas deben ser ensayadas en voladizo, y
para minimizar todas las fuentes de amortiguamiento excepto la del mate-
rial que se investiga, se deben emplear transductores sin contacto, tanto
para la aplicacién de la fuerza como para la medicién de la respuesta. Una
vez obtenida la respuesta en frecuencia, el médulo de almacenamiento del
material viscoeldstico E, se obtiene a partir de las frecuencias de resonan-
cia, y el factor de pérdida 7, se deduce aplicando el método HPB (half
power bandwidth) sobre los picos de resonancia.

Con la intencién de respetar dicha norma lo méximo posible, pero con
el dnimo de eliminar de la cadena de medida el transductor de fuerza sin
contacto, este capitulo de la memoria de tesis presenta, en primer lugar, la
investigacién desarrollada en relacién a la medicién del médulo complejo
E': = FE,(1+1in,) de un material polimérico, haciendo uso de la respuesta
de las probetas ante un movimiento sismico de la base. Este modo de exci-
tacién ya fue empleado por Caracciolo et 4l. (2004), extrayendo el médulo
complejo a partir de una técnica que no considera las resonancias, a dife-
rencia de lo que se expone a continuacién.

La investigacién se centra sobre la configuracién FLD en sus versio-
nes asimétrica y simétrica, cuya seccién transversal se representa en la Fi-

gura 2.1. Los espesores de la capa base y de la amortiguadora se represen-
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tan por H, y H,, respectivamente, donde los subindices (s), y (¢), hacen
referencia a los materiales eldstico y viscoeldstico, y la anchura viene indi-

cada por b.

b
(b)

Figura 2.1. Seccién transversal de una viga FLD (a) asimétrica y (b) simétrica.

Con la determinacién de analizar la calidad de los resultados en funcién de

la relacién de espesores T, dada por

T="x 2.1)

se ensayaron probetas con dos espesores de capa metdlica H, diferentes. Se
prepararon probetas FLD tanto asimétricas como simétricas para evaluar
también su influencia en relacién a la precisién de los resultados.

Una vez obtenido el médulo complejo del material viscoeldstico, se-
guidamente se presenta una caracterizacién teérica mediante el ajuste de
los modelos Zener y FD de cinco pardmetros a los datos experimentales,
con la intencién de comparar su capacidad de describir el comportamiento
del material ensayado en el dominio de la frecuencia.

Por 1ltimo, en la Seccién 2.4 se presenta un nuevo modelo hereditario
especialmente concebido para caracterizar ciertos materiales compuestos,
cuyos componentes estructurales proporcionan un mdédulo de almacena-

miento constante en frecuencia representativo de los materiales eldsticos,
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mientras que el factor de pérdida muestra el mdximo caracteristico de la
zona de transicién del comportamiento viscoeldstico, proporcionado por los
materiales poliméricos aglutinantes. También se incluye el ajuste de dicho
modelo a resultados experimentales obtenidos por Cortés y Castillo (en

imprenta) en probetas de hormigén polfmero.

2.2 Caracterizacién experimental

2.2.1 Materiales y probetas

Se midieron las propiedades de la tela amortiguadora de 1.59 mm de espe-
sor (1/16") proporcionada por la empresa Soundown Corporation. Dado el
cardcter poco rigido de dicho material, la caracterizacién del mismo se lle-
v6 a cabo mediante la norma ASTM E 756-04 (2004), la cual establece que
el material viscoeldstico debe ser adherido sobre un soporte metélico. Esta
capa base metélica fue fabricada a partir de chapa laminada de acero in-
oxidable AISI 316 L. Se ensayaron tres tipos de probetas: de acero (SS), y
de acero con tratamiento viscoeldstico en sus configuraciones asimétrica
(AFLD) y simétrica (SFLD). La notacién que se empleé para designar las

Y«

diferentes muestras fue : “tipo de viga”-“espesor de la capa base en déci-

?_“pimero de muestra”. Por

mas de milimetro”-“longitud en milimetros
ejemplo, la probeta SFLD-15-250-2 representa una viga tratada con doble
capa amortiguadora, el espesor de capa base es H, =1.5 mm , su longitud
L =250 mm, y se trata del segundo ejemplar ensayado.

Las probetas SS se utilizaron para identificar el médulo de Young del
material de la capa base. Para materiales con bajo amortiguamiento, es
habitual considerar que esta propiedad es constante en frecuencia. En total
se ensayaron seis probetas SS, cuya relacién longitud-espesor fue de 120

para asegurar que los efectos de la cortadura fueran despreciables. La Ta-

bla 2.1 contiene la geometria y la densidad p, de las probetas SS.
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La Tabla 2.2 recoge las propiedades de las probetas ensayadas en con-
figuracién AFLD, y la Tabla 2.3 las de las probetas SFLD. Se consideraron
tres longitudes de viga diferentes: 180, 200 y 250 mm. Los limites inferior y
superior son los recomendados por la norma para asegurar, por un lado,
que los efectos de la cortadura son despreciables, y por otro lado, que los
desplazamientos se encuentran dentro del rango lineal. Para evaluar la in-
fluencia de la relacién de espesores T, se elaboraron probetas con 1.0 y 1.5

mm de espesor nominal de la capa base.

Tabla 2.1
Propiedades de las probetas SS

Referencia L (£ 0.5 mm) b(£0.05 mm) H, (+0.005 mm) p, (+48 kg/m*)

$S-10-120-1 |
$5-10-120-2 | 120 0.85 1.045 7782
$S-10-120-3

$S-15-180-1 |
$5-15-180-2 | 180 10.20 1.515 7782
SS-15-180-3

2.2.2 Técnica experimental

La cadena de medida se representa en la Figura 2.2. El movimiento sismico
de la base se produjo con un excitador electrodindmico Ling Dynamic Sys-
tems Vibrator Model 406. La excitacién consistié en un ruido blanco en un
rango de frecuencias hasta 400 Hz, que es caracteristico de las fuentes de
excitacién en automocién (Subramanian et 4l., 2004). La aceleracién de la
base §(t) se midié con un acelerémetro piezoeléctrico B&K Type 4370, y la
velocidad Z(t) del extremo libre de las probetas en voladizo con un vibré-
metro ldser OMETRON VS 100. La adquisicién y el tratamiento de las
senales se realizé con el analizador OROS OR34 de cuatro canales basado
en PC, configurando ventanas Hanning tanto para la senal de excitacién
como para la de la respuesta. La resolucién en frecuencia fue 0.125 Hz, lo

que implica que las medidas se componen de un total de 3201 datos.
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Figura 2.2. Cadena de medida: (a) excitador electrodindmico, (b) probeta, (c) vi-

brémetro léser, (d) acelerémetro, (e) analizador de espectros, y (f) ordenador personal.

La temperatura ambiente durante la ejecucién de los ensayos fue de
19+1°C. La Figura 2.3 muestra una fotografia de uno de los ensayos reali-
zados, en la que se aprecia una de las probetas amarradas al excitador
electrodindmico, y el acelerémetro emplazado en la base de la probeta.
Asimismo se puede advertir el haz de luz procedente del generador ldser

que incide sobre el extremo libre de la probeta.

Figura 2.3. Fotografia del sistema de medida.
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2.2.3 Procedimiento numérico

La norma ASTM E 756-04 (2004) establece que el factor de pérdida de la
viga compuesta se evaliia haciendo uso del método HPB sobre los picos de
resonancia de la respuesta forzada de las probetas dispuestas en voladizo.
A continuacién se deduce que dicho método también puede ser empleado
con la respuesta sismica. Para ello, se analiza un sistema de un grado de
libertad con un amortiguador viscoeldstico, representado en la Figura 2.4,
donde el desplazamiento de la base se representa por s(t), y el de la res-

puesta se indica con z(t).

z(t)

T

s(t) k= k(1+in)

Figura 2.4. Sistema de un grado de libertad de masa m con amortiguador viscoelds-

tico y excitado por la base.

La masa del sistema es m, y el amortiguador se caracteriza mediante la

rigidez compleja k*, dada por
Eo=k(1+in), (2.2)

donde k£ y n son la rigidez eléstica y el factor de pérdida del amortigua-

dor, respectivamente. La ecuacién del movimiento resulta

mi(t) + k z(t) = k s(t), (2.3)
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donde Z(t) representa la aceleracién. Si el desplazamiento de la base es

armoénico, la funcién de transferencia en régimen permanente de la ecua-
cién (2.3) es
*
X 1+in
S 1+ip—r
donde X~ y S* indican la amplitud compleja de los desplazamientos, y
7 = w/wy es la relacién entre la frecuencia angular de la excitacién w y la

frecuencia natural del sistema wy = \/k/m . A la frecuencia de resonancia,

es decir para r =1, la amplitud A de la ecuacién (2.4) resulta

PR (2.5)

n

A partir de esta relacién se pueden deducir los valores 13 y 7 que reducen

la amplitud de la funcién de transferencia hasta A/ V2, que son
n=4y1-n (2.6)
n=yl+n, (2.7)

respectivamente. Atendiendo a las indicaciones del método HPB, el ancho

de banda Ar =, —n resulta

2n
Ar = S 2.8
RN Y 28)

Si el factor de pérdida 7 es pequeno, entonces Ar toma précticamente su
mismo valor, pero la diferencia entre ambos se vuelve més patente a medi-
da que el factor de pérdida 7 se hace mayor. Este hecho se puede apreciar
en la Figura 2.5, en la que se muestra la desviacién entre Ar y 7. Si se
admite un error inferior al 0.5%, se puede considerar que Ar = 0.20 es el
limite hasta el cual el factor de pérdida 1 toma el mismo valor que aquel.

A partir de este limite, las diferencias crecen de forma exponencial.
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Figura 2.5. Diferencia (%) entre el ancho de banda Ar y el factor de pérdida 7.

Una vez obtenidos la frecuencia de resonancia f, y el ancho de banda Ar,
de los modos de flexién n-ésimos a partir de los picos de resonancia de la
respuesta sismica, las propiedades de las probetas se extraen atendiendo a
la norma ASTM E 756-04 (2004), quien considera los modelos homogenei-
zados aludidos en el capitulo anterior.

Asi, el médulo de Young E, del acero de las probetas SS se deduce a

partir de la teorfa de Euler-Bernoulli, resultando

g 12017

e HEC,% (29)

)

donde O, es el coeficiente del modo n-ésimo.
Para las probetas AFLD, el médulo de almacenamiento E, y el fac-

tor de pérdida 7, del material amortiguador se obtienen de

_ E (o= 8+ la- B2 —41°(1- a))

: e (2.10)

E

y de
(14 MT) (1 + 4MT + 6MT? + 4MT? + M>T*)

,u
WTTTMT (34 6T + 417 +2MT° + M°TY) 1)

respectivamente, donde
M=E,/E,, (2.12)
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7. es el factor de pérdida del modo c-ésimo de la viga compuesta, obtenido

mediante el método HPB, y los coeficientes § y a vienen dados por

B =4+6T + 4T? (2.13)
y por
a=(f,/£)*1+DT), (2.14)
respectivamente, donde
D=p,/pe (2.15)

es la relacién de densidades, f, es la frecuencia natural medida del modo ¢
ésimo de la viga compuesta, y f, es la frecuencia natural de modo n-ésimo
de tnicamente la base metdlica, con ¢ = n, que puede ser estimada a par-

tir de

C, H, [E
=—2 ¢ "o 2.16
h=Tjsp o (2.16)

Para el caso de las probetas SFLD, las propiedades del material viscoelds-
tico se deducen de

v T e 3 2
8T +12T“ + 6T

(2.17)

y de
N 1
M(@8T? +12T2 +6T) )

Ny = N |1 (2.18)

donde f, y m,, son la frecuencia natural y el factor de pérdida para el

modo m-~ésimo de la viga compuesta, donde m = n.



CARACTERIZACION EXPERIMENTAL 65

2.2.4 Resultados y discusién

2.2.4.1 Resultados de las probetas SS

Tal y como se ha descrito con anterioridad, la norma establece que en
primer lugar se ha de caracterizar el material metédlico, cuyo amortigua-
miento puede ser despreciado. Por lo tanto, el médulo de Young FE, es el
unico resultado a extraer de las probetas SS, para poder obtener poste-
riormente las propiedades del material viscoeldstico. Asi, en la Tabla 2.4 se
muestran la frecuencia natural f; de la primera resonancia y el médulo de
elasticidad calculado a partir de la ecuacién (2.9). De esta tabla se puede
remarcar que la dispersién de los resultados para la primera frecuencia de
resonancia es practicamente inexistente, por lo que se toma el valor pro-
medio E, =176.2 +£4.0 % 10° Pa. La incertidumbre sefialada es originada
por la inexactitud de las propiedades de las probetas, recogidas en la Tabla
1.1. El valor obtenido para el médulo del acero E, es un 8.7% més bajo
que el valor estdndar del médulo de elasticidad de este tipo de material,
igual a 193 x 10° Pa (MatWeb Material Property Data), aunque esta dife-
rencia es habitual entre propiedades determinadas en ensayos estdticos y

dindmicos.

Tabla 2.4
Resultados de las probetas SS

Referencia £,(£0.06 Hz) E_(+4.0 x 10° Pa)

$5-10-120-1 |
SS-10-120-2 55.8 176.6
$5-10-120-3 |
$S-15-180-1
$S-15-180-2 | 35.9 175.7
$S-15-180-3
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2.2.4.2 Resultados de las probetas AFLD

Los resultados de las probetas AFLD se muestran en la Tabla 2.5 para los
modos primero y tercero. La ausencia de resultados para el segundo modo
y para los casos marcados como no disponibles (ND) se debe al ruido in-
troducido por una resonancia interna del excitador alrededor de 150 Hz.

La frecuencia natural f, y el factor de pérdida 7, de la viga com-
puesta, y el médulo de almacenamiento E, y el factor de pérdida 7, del
material amortiguador, vienen indicados en las columnas una a cuatro.

Sobre estos resultados se puede sefialar que la incertidumbre de las
frecuencias de resonancia f, se debe a la resolucién de las medidas, y es la
misma para todas las probetas. En cambio, la concerniente a la del factor
de pérdida de la viga compuesta 7, es originada por la interpolacién lineal
que fue necesario llevar a cabo para aplicar el método HPB, y es funcién
de la densidad de datos que componen los picos de resonancia, como se
expone a continuacion.

Por un lado, la incertidumbre sobre el factor de pérdida 7, incremen-
ta cuando la frecuencia disminuye, o lo que es lo mismo, a medida que la
longitud de la probeta es mayor. En efecto, los picos de resonancia de me-
nor frecuencia natural estdn constituidos por pocos puntos experimentales,
por lo que al aplicar el método HPB la interpolacién lineal induce mayor
incertidumbre. Este hecho se puede constatar en la Figura 2.6(a), en la que
se representa una ampliacién del primer pico de resonancia de dos probetas
de diferente longitud, con una incertidumbre del 0.8% y del 4.1%, respecti-
vamente.

Por otro lado, la incertidumbre sobre el factor de pérdida 7, es préc-
ticamente nula para las frecuencias maés altas, puesto que los picos de re-
sonancia se componen de docenas de puntos experimentales, como se re-
presenta en la Figura 6(b), la cual ilustra los modos primero y tercero de
la probeta AFLD-10-250-1. Para el tercer modo, se ha senalado una incer-
tidumbre de 0.0005 para 7, puesto que los resultados se han truncado con

3 cifras decimales.
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Figura 2.6. Anchos de banda del primer modo para probetas de diferente longitud:
(a.1) AFLD-10-180-1 y (a.2) AFLD-10-250-1; resonancias para la probeta AFLD-10-250-1:
modos (b.1) primero y (b.2) tercero; primer pico de resonancia para probetas de diferente

espesor de capa base: (c.1) AFLD-10-250-2 y (c.2) AFLD-15-250-2.

El efecto del ratio de espesores T queda patente en los resultados de baja
frecuencia. Asi, para las probetas con base de 1.0 mm de espesor, el ratio
es 1.45, y para las de 1.5 mm de espesor, dicho ratio es 1.03. Este hecho
implica, por un lado, que las vigas compuestas con menor relacién de espe-

sores T tienen un factor de pérdida 7, menor que las de mayor relacién.
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Por otro lado, los picos de resonancia de aquellos son mds pronunciados,
por lo que la incertidumbre en la interpolacién aumenta significativamente,
porque los puntos experimentales estdn mds separados. Por ejemplo, este
efecto se puede apreciar claramente en la Figura 6(c), en la que se muestra
una ampliacién alrededor de la primera frecuencia de resonancia de la pro-
beta AFLD-10-250-2, con una incertidumbre del 0.005 (4.2%), y de la pro-
beta AFLD-15-250-2, cuya incertidumbre es del 0.008 (12.9%).

Al realizar un anilisis de sensibilidad sobre las variables que intervie-
nen en la estimacién del médulo de almacenamiento del material amorti-
guador E,, se pudo constatar que la variable mds influyente es el médulo
de Young del material de la base E,. En efecto, la dispersién del 2.3% de
este médulo induce las desviaciones indicadas en la columna correspon-
diente de la Tabla 2.5. También cabe indicar que estas desviaciones son
mayores cuanto menor es la relacién de espesores T. Este hecho se justifica
porque cuando el coeficiente o de la ecuacién (2.10) es cercano a 1, el mé-
todo propuesto por la norma no proporciona resultados precisos, por lo que
se recomienda que a sea mayor que 1.01.

Se pueden deducir conclusiones similares respecto al factor de pérdida
del material viscoeldstico 7, . En efecto, cuanto menor es la razén de espe-
sores T, la incertidumbre aumenta, tal y como se desprende de la Tabla
2.5. El anélisis de sensibilidad también probé que el médulo de Young del
material metélico es el pardmetro que més influye en la estimacién del fac-
tor de pérdida del material viscoeldstico 7, .

A modo de resumen, el médulo eldstico del material de la base E, y
la relacién de espesores T son los dos pardmetros més influyentes a la hora
de medir el médulo complejo. Para obtener resultados con una alta preci-
sién, el médulo debe medirse con la menor incertidumbre posible y la ra-
z6n de espesores T debe ser lo mayor posible. Asimismo, la incertidumbre
es mayor a bajas frecuencias; de hecho, la norma asegura que el método es

preciso exclusivamente para frecuencias superiores a 50 Hz.
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2.2.4.3 Resultados de las probetas SFLD

La Tabla 2.6 muestra cémo se reducen las frecuencias naturales de las
probetas SFLD respecto a los resultados anteriores, puesto que se afiade
masa sin incrementar sustancialmente la rigidez de las probetas. También
se advierte que se mejora la calidad de los resultados, principalmente a las
frecuencias mds bajas.

Como se puede apreciar en la Tabla 2.6, el factor de pérdida n,, dela
viga compuesta es practicamente el doble que el de las probetas AFLD.
Por un lado, esto implica que los picos de resonancia son menos pronun-
ciados, como se muestra en la Figura 2.7, por lo que el procedimiento de
interpolacién para calcular el ancho de banda Ar,, induce menor incerti-
dumbre. Por otro lado, es importante mencionar que la aproximacién del
método HPB comete importantes errores cuando el amortiguamiento es
elevado, como se representa en la Figura 2.5. Por esta razén, para valores
de Ar, superiores a 0.20, el factor de pérdida 7, fue calculado de la
ecuacién (2.8) usando la funcién fzero de Matlab. Los valores corregidos

estdn marcados en la Tabla 2.6 con un asterisco (-)*.

o T A )
3 o | o 3.01 dB E
0 o° o Q
g A R g
_‘CS OOOOF | c‘DOOO E ______________________________________
z | & | | S 8 oom I 3.01 dB
2 | I | I ®q 2 od:p J g,
2 o, L e Y
@ | | | %00 g | | %
= 1] = | |
18.21 19.50 20.80 16.76 18.73 20.70
Frecuencia f (Hz) Frecuencia f (Hz)
(a) (b)

Figura 2.7. Anchos de banda del primer modo para probetas de similares caracteris-

ticas pero diferente configuracién: (a) AFLD-10-200-1 y (b) SFLD-10-200-1.

Al igual que para las probetas AFLD, el anslisis de sensibilidad sobre las
probetas SFLD mostré que un médulo de Young de la base £, preciso, y
una relacién de espesores T alta, garantizan la precisién sobre los resulta-

dos E, y n,.
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Es de remarcar que con la configuracién SFLD se obtiene mejores resulta-
dos que con la AFLD. Esto se basa en que el -coeficiente
(fn /£’ (1 +2DT) de la ecuacién (2.17), que es equivalente al pardmetro
a en la configuracién AFLD, estd més alejado de 1 que en esta. Asi, se
disminuye la dispersién en el caso del médulo de almacenamiento E, y del
factor de pérdida 7, del material amortiguador, y la incertidumbre de los
resultados se reducen a la mitad, principalmente a bajas frecuencias.

Para concluir esta seccién, se puede resaltar que los resultados obte-
nidos muestran claramente una tendencia creciente del médulo de almace-
namiento con la frecuencia y un pico para el factor de pérdida, ambos re-
presentativos de la zona de transicién vitrea de los materiales viscoeldsti-
cos. Esta tendencia puede ser contrastada con las curvas maestras dadas
por el fabricante del material amortiguador, donde la temperatura de refe-
rencia es 37.8°C (100°F), y la zona de transicién se da a temperatura am-

biente, tal y como se ha verificado con los resultados obtenidos.

2.3 Ajuste de modelos

En este apartado se presenta el ajuste de los modelos Zener y FD de cinco
pardmetros a los resultados experimentales del médulo complejo E: medi-
do sobre las probetas SFLD, puesto que estos resultados presentan menor
incertidumbre que los de las vigas AFLD.

El médulo complejo para ambos modelos viene dado por

* E,+FE (iLU’T)a
E,(w) =" o
v(w) 1+ Gwr)?

(2.19)

donde E;, representa el mddulo estdtico; E,, el mddulo asintético si
a=; 7 es el tiempo de relajacién; y a y 8 son los pardmetros fraccio-
narios, con la salvedad de que para el modelo Zener, a = 8 = 1. El ajuste
de las curvas fue llevado a cabo gracias al método de minimizacién de Nel-

der y Mead (1965), el cual estd implementado en la funcién fminsearch de
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Matlab. Se realizaron dos ajustes diferentes: el primero de ellos consiste en
un ajuste global del médulo complejo, mientras que el segundo contempla
Unicamente su parte imaginaria, que es quien caracteriza el amortigua-
miento anadido al sistema estructural cuando se aplica un tratamiento su-
perficial viscoeléstico.

El primero de los ajustes consiste en minimizar la suma ponderada de

los valores absolutos de la diferencia entre los médulos complejos,

Ey(w,) - E:’s , (2.20)

Smax
2 ks
8

donde s es el indice del sumatorio; s, 4, es el nimero total de datos expe-
rimentales; |+| representa el valor absoluto de un nimero complejo; x, es
el factor de ponderacién; E: (ws) es el valor del médulo complejo del mode-
lo a la frecuencia wy; y E:,s es el s-ésimo médulo complejo medido a la

misma frecuencia w, (véase la Tabla 2.6). El factor de ponderacién «, fue

elegido como una funcién de la frecuencia tal que

gy = J (2.21)

donde f_ 4, es la maxima frecuencia de estudio, aqui 400 Hz, con el propé-
sito de dar mayor peso a las mayores frecuencias. Los valores de los pars-
metros ajustados se representan en la Tabla 2.7, y en la Figura 2.8 se

comparan las curvas de los modelos tedricos con los datos experimentales.

Tabla 2.7

Pardmetros de los modelos Zener y FD ajustando el valor absoluto del médulo complejo
E, (10°Pa)  E_ (10°Pa) 7 (107%s) o« 8

Zener 0.571 3.101 347.6 1 1

FD 0.379 3.057 419.2 0.934 0.871
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Figura 2.8. Comparacién entre los resultados experimentales y los modelos tedricos
ajustando el valor absoluto del médulo complejo: (a) médulo de almacenamiento E, y

(b) factor de pérdida 7, .

De la Figura 2.8 se desprende que ambos modelos tedricos son capaces de
reproducir de forma global la tendencia creciente del médulo de almace-
namiento, y el pico del factor de pérdida de la zona de transicién del mate-
rial polimérico ensayado. El valor mdximo del factor de pérdida es 0.95
para el modelo Zener y 1.05 para el FD, que se alcanzan a los 196 y 134
Hz, respectivamente. Las diferencias que se cometen en relacién a los resul-
tados experimentales son importantes, principalmente a bajas frecuencias.
El segundo de los ajustes considera exclusivamente la diferencia entre

las partes imaginarias del médulo complejo El(w,) y E\',', s>

Siix

Z Ks \E\lrl(ws> - E\,//,s

S

, | (2.22)
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usando ' los mismos pesos de ponderacién k, que en el caso anterior. Los
resultados del ajuste se muestran en la Tabla 2.8, y la comparacién entre

los modelos tedricos y los datos experimentales, en la Figura 2.9.

Tabla 2.8

Parémetros de los modelos teéricos ajustando la parte imaginaria del médulo complejo
E, (10°Pa)  E, (10° Pa) T (1073 5) o 8

Zener 0.371 3.876 1.595 1 1

FD 0.230 4.000 2.036 0.715 0.693

4.0 : - -
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Figura 2.9. Comparacién entre los resultados experimentales y los modelos tedricos
ajustando la parte imaginaria del médulo complejo: (a) médulo de almacenamiento E, y

(b) médulo de pérdida E. .
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De la Figura 2.9 se puede resaltar que existe una diferencia importante
entre los valores méximos del médulo de pérdida, 1.75 GPa para Zener y
1.21 GPa para FD, que se alcanzan a los 100 Hz y 92 Hz, respectivamente.
El modelo fraccionario es capaz de representar un descenso més suave del
médulo de pérdida, ajustdndose mejor a los resultados experimentales,
mientras que el modelo Zener provoca una disminucién més brusca de la
pendiente de dicho médulo. En cuanto al médulo de almacenamiento, am-
bos modelos proporcionan valores sobreestimados.

Concluyendo, ninguno de los dos ajustes ha sido capaz de representar
fielmente los datos del médulo complejo obtenidos experimentalmente,
aunque de forma global el ajuste del modelo FD es mejor. Para mejorar los
resultados, se puede incrementar el nimero de términos en la ecuacién

(1.30), aunque dicha labor queda fuera del alcance de esta investigacién.

2.4 Andlisis de un nuevo modelo hereditario

A continuacién se presenta una funcién de relajacién que se ha desarrolla-
do durante la ejecucién de la tesis para caracterizar materiales cuyo médu-
lo de almacenamiento es constante en frecuencia, y cuyo factor de pérdida
muestra el pico caracteristico de los materiales viscoeldsticos en la zona de
transicién. Este comportamiento ha sido identificado, por ejemplo, en el
hormigén polimero por Cortés y Castillo (en imprenta), en el que los cons-
tituyentes eldsticos configuran el médulo de almacenamiento constante, y
el componente polimérico proporciona el factor de pérdida variable.
Cuando el material se ve sujeto a una deformacién constante g, el

nuevo modelo propone que la tensién o(t) siga la ley

o(t) =09 + (0 — ao)%arctan [é], (2.23)

donde oy = Eyeg y 0. son las tensiones inicial y asintéticas, respectiva-

mente, E; es el médulo, y 7 es el tiempo de relajacién. Esta funcién se




ANALISIS DE UN NUEVO MODELO HEREDITARIO (44

representa en la Figura 2.10 junto a los modelos exponencial e hiperbdlico,

revisados en el capitulo anterior, dados por

o(t) = 0g + (00 —0p) (1 —exp(—t /7)) (2.24)
y por
-
o(t)=o0¢+ (0, —0p)|1— , 2.25
(6= 00 + (000 —0)[1 - = | (225)
respectivamente.
ol | Hiperbdlico
— — —Exponencial
Y
o
©
2
o
=

Tiempo t

Figura 2.10. Relajacién de la tensién segun los modelos hiperbélico, exponencial y nuevo.

En la Figura 2.10 se aprecia que la tensién decae con mayor rapidez para
el modelo exponencial, alcanzando rapidamente la asintota. En los prime-
ros instantes, para t < 7, la tensién del nuevo modelo decrece més lenta-
mente que en el hiperbélico, pero le sobrepasa en el instante ¢t = 7.

La funcién de amortiguamiento normalizada ¢(¢) del nuevo modelo se

obtiene mediante diferenciacién y normalizacién de la ecuacién (2.23),

2 T
t)= ———, 2.26
9() 117'2+t2 ( )

cuya transformada de Fourier j(w), para w > 0, resulta

§(w) = 2exp(—wr). (2.27)
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El médulo complejo del nuevo modelo se obtiene a partir de la ecuacién
(1.22), satisfaciendo

E'(w)=E, + 2 < wr exp(—wr), (2.28)
T

donde la parte real, que representa el médulo de almacenamiento, es cons-

tante en frecuencia,

E'(w) = B, (2.29)

y el factor de pérdida, representado en la Figura 2.11, depende de la fre-

cuencia de la forma

2 c
N(w) = ——wr exp(—wr) . (2.30)
EO T
s Mo .- ..
E E
5 2| /S R N
& e : X
A ! !
3 ! !
[ I !
£ | |
Lg | |
i i
wO 20}0

Frecuencia angular w

Figura 2.11. Factor de pérdida del nuevo modelo en funcién de la frecuencia.
Del anilisis de la curva de la Figura 2.11 se desprende que la frecuencia

wy a la cual el factor de pérdida alcanza su maximo 7, se relaciona con el

tiempo de relajacién como sigue,
1
Wy = —, (231)
T
por lo que la ecuacién (2.30) también se puede escribir como

n(w) = g wioexp [1 - wio] . (2.32)
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Asimismo, se deduce que el punto de inflexién se da a la frecuencia 2wy, y
el valor correspondiente del factor de pérdida es 2170e_1, donde e es la base
de los logaritmos naturales.

A continuacién se muestra el ajuste del modelo a los resultados expe-
rimentales obtenidos por Cortés y Castillo (en imprenta) en probetas de

hormigén polimero, recogidos en la Tabla 2.9.

Tabla 2.9
Médulo de almacenamiento y factor de pérdida de probetas de hormigén polimero
f (Hz) E (10° Pa) n
24.9 36.9 0.0106
40.4 38.2 0.0221
85.5 38.0 0.0153
137 38.0 0.0079

El ajuste se realizé segin la misma metodologia empleada en la seccién

anterior, a partir de la ecuacién (2.20), donde el factor «, se eligié tal que
.2
Kg = Ts s (233)

con la finalidad de dar mayor importancia a los datos con mayor amorti-
guamiento. Los resultados del ajuste se indican en la Tabla 2.10, tanto
para los pardmetros que describen el factor de pérdida del modelo segin la

ecuacién (2.30) como para los de la ecuacién (2.32).

Tabla 2.10
Pardmetros del nuevo modelo hereditario ajustado a los datos experimentales
E, (10° Pa)  wp (rad/s — Hz) 0 7 (1073 ) ¢ (10° Pa-s)
38.2 259 - 41.3 0.0221 3.85 4.42

En la Figura 2.12 se comparan los datos experimentales con los provistos
por el modelo ajustado, constatdndose que las diferencias son inferiores al

10%, excepto para la frecuencia mds baja.
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Figura 2.12. Comparacién entre los datos experimentales y el ajuste del nuevo mo-

delo: (a) médulo E'y (b) factor de pérdida 7.

2.5 Conclusiones

En este capitulo se ha presentado la investigacién llevada a cabo sobre las
técnicas de caracterizacién de materiales viscoeldsticos, desde un punto de
vista tanto empirico como tedrico.

En lo relativo a la caracterizacién experimental, se ha establecido una
técnica para extraer el médulo complejo de un material polimérico a partir
de probetas FLD. La técnica empleada toma sus bases de la norma ASTM
E 756-04 (2004), pero se ha propuesto sustituir la respuesta forzada por la
respuesta sismica. De este estudio, que se ha sido aceptado para su publi-
cacién en la revista Materials & Design (Cortés y Elejabarrieta, en impren-

ta—a), se ha podido concluir lo siguiente:

1. Se ha probado que la fuerza de excitacién sin contacto sugerida por la

norma puede ser sustituida por el movimiento sismico de la base.

2. Se ha deducido que los pardmetros mds influyentes en la calidad de los
resultados son el médulo de Young del material de la base y la relacién
de espesores de las capas de las probetas: aquel debe ser lo mds preciso

posible, y este lo mds grande posible.
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3. Se han ensayado vigas con recubrimiento viscoeldstico en sus configura-
ciones AFLD y SFLD, confirmdndose que estas son més faciles de tra-

tar numéricamente ademds de proporcionar resultados més precisos.

4. Cuando el ancho de banda Ar obtenido por el método HPB es mayor
que 0.20, limite a partir del cual se pierde la linealidad respecto al fac-
tor de pérdida 7, este puede ser corregido por medio de una relacién

deducida para sistemas de un grado de libertad.

Con los resultados obtenidos de las probetas SFLD, se realizaron ajustes de

los modelos Zener y FD, deduciéndose lo siguiente:

5. Los resultados obtenidos experimentalmente corresponden a la zona de
transicién vitrea, y el modelo fraccionario describe ligeramente mejor el

comportamiento viscoeldstico del material ensayado.

Finalmente, se ha presentado una funcién de relajacién que reproduce el
comportamiento detectado en algunos materiales compuestos cuyo médulo
de almacenamiento permanece constante en frecuencia, debido a sus com-
ponentes eldsticos, mientras que el factor de pérdida presenta el pico ca-
racteristico de los materiales viscoeldsticos. Se ha proporcionado un sentido
fisico a los pardmetros de este modelo, y de su estudio, que se publicard
recientemente en International Journal of Solids and Structures (Cortés y

Elejabarrieta, en imprenta—b), se puede concluir que:

6. El modelo hereditario desarrollado, que ha sido validado mediante el
ajuste a resultados experimentales de probetas de hormigén poh’mero,
proporciona una herramienta para poder estudiar el comportamiento de
ciertos materiales en una forma que se puede incluir facilmente en si-

mulaciones.




Analisis dinamico transitorio

En este capitulo se presenta una formulacién de elementos finitos para el
andlisis dindmico transitorio de sistemas estructurales con tratamiento su-
perficial viscoeldstico, donde el material amortiguador se caracteriza me-
diante un modelo constitutivo con derivadas fraccionarias. A diferencia de
la formulacién de Padovan (1987), en la que se emplea el principio de los
trabajos virtuales, en este trabajo se aplica el método de los residuos pon-
derados sobre la ecuacién local del balance de la cantidad del movimiento,
lo que da lugar a un sistema matricial con operadores fraccionarios. Las
derivadas fraccionarias se aproximan mediante la definicién de Griinwald-
Letnikov, lo que permite desarrollar esquemas de integracién directa tanto
explicitos como implicitos. La principal ventaja de la formulacién que se
propone, con respecto a la de Padovan (1987), es que se reducen tanto el
tiempo de computacién como las necesidades de memoria.

Finalmente se muestra un conjunto de ejemplos numeéricos para una
viga en voladizo con tratamiento en capa libre con el fin de comparar los
resultados de la nueva formulacién con los de Padovan (1987). Se contem-
plan diferentes condiciones de simulacién, relativas al orden de derivacién
fraccionaria, al paso de integracién, y al truncamiento de los coeficientes

de Griinwald-Letnikov.

Andlisis dindmico de sistemas estructurales con amortiguamiento viscoeldstico

Fernando Cortés Martinez, Departamento de Ingenieria Mecdnica, Mondragon Unibertsitatea
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3.1 Introduccién

A partir de la revisién de la literatura, se concluye que los modelos de ma-
terial con derivadas fraccionarias (FD) son en la actualidad los més efecti-
vos para reproducir el comportamiento viscoeldstico, tanto en el dominio
de la frecuencia como en el dominio del tiempo. Para el anilisis dindmico
transitorio de sistemas estructurales por elementos finitos (EF), Padovan
(1987) mostré una formulacién que permite contemplar el uso de materia-
les viscoeldsticos caracterizados mediante modelos fraccionarios. En esta
formulacién se parte del principio de los trabajos virtuales, y empleando la
definicién de Griinwald-Letnikov para discretizar el operador fraccionario,
también conocido como el método G1 (véase la Seccién 1.2.4.3 para los
detalles de este método), se obtiene un sistema matricial de segundo orden
en el que se deben calcular y almacenar en cada paso de integracién los
Vectofes de desplazamientos y de tensiones nodales, consumiendo impor-
tantes recursos computacionales.

Durante la realizacién de la presente tesis, se ha desarrollado una
formulacién (Cortés y Elejabarrieta, en imprenta—c) en la que, a diferencia
de la de Padovan (1987), se aplica el método de los residuos ponderados
sobre la ecuacién local del balance del momento lineal. Este hecho resulta
en una ecuacién del movimiento diferente a la de Padovan (1987), que jun-
to a la aproximacién G1, se obtiene un sistema matricial de segundo orden
que puede ser resuelto explicita o implicitamente. Para resolver dicho sis-
tema, es necesario almacenar en cada paso de integracién los desplaza-
mientos y las fuerzas nodales, pero no las tensiones, lo que reduce drasti-
camente tanto el tiempo de cédlculo como las necesidades de memoria.

En primer lugar se presenta la formulacién que se ha desarrollado,
empleando un modelo FD de cinco parametros. Se parte de una ecuacién
constitutiva general tridimensional, y se exponen las hipétesis en las que se

basa la nueva formulacién. Al aplicar el método de los residuos ponderados
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desde el punto de vista de Galerkin sobre la ecuacién local del balance de
la cantidad de movimiento, se obtiene una ecuacién matricial fraccionaria.

Seguidamente se emplea el método G1 para la aproximacién del ope-
rador fraccionario, lo que permite desarrollar tres esquemas de integracién
directa diferentes: uno explicito y dos implicitos. El esquema explicito de-
riva en un sistema de segundo orden no amortiguado del tipo M-K-F, don-
de la capacidad amortiguadora del material viscoeldstico viene contempla-
da en el vector de fuerzas. Uno de los esquemas de integracién directa im-
plicitos también conduce a un sistema de segundo orden no amortiguado
M-K-F, mientras que el segundo de los métodos implicitos lo hace a un
sistema con amortiguamiento viscoso M-C-K-F. En ambos esquemas, el
vector de fuerzas también contempla el cardcter disipador del sistema.

Por tltimo, se presenta un conjunto de ejemplos numéricos que tienen
como propésito: (I) comparar los resultados de la formulacién propuesta
con los de Padovan (1987); (II) analizar el comportamiento de los tres es-
quemas de integracién directa desarrollados; investigar sobre la influencia
(111) del nivel de amortiguamiento, (IV) del truncamiento de los coeficientes
del Griinwald-Letnikov, (V) del paso de integracién, y (VI) de los érdenes

de las derivadas fraccionarias.

3.2 Formulacion de elementos finitos

En esta seccién se enuncia la formulacién de elementos finitos (EF) des-
arrollada para el andlisis dindmico transitorio de sistemas estructurales
amortiguados en los que el material viscoeldstico se caracteriza mediante
un modelo FD de cinco pardmetros. Para los formalismos relativos a la
mecédnica del medio continuo, véase, por ejemplo, la obra de Salengon
(2001).

La ley del comportamiento tridimensional para un punto material P

de coordenadas (z,y,2) en un instante ¢ viene dada por

o(P,t)+~, : D’ o(P,t) = C: &(P,t) + . : D¥&(P,1), (3.1)
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donde a y B son los pardmetros fraccionarios, con 0 < S < a <1; o(P,t)
y &(P,t) son los campos de tensiones y de deformaciones, respectivamente,
representados por tensores de segundo orden; el tensor eldstico C y los
viscoeldsticos ~; ¥y ~, son tensores de cuarto orden que dependen del
comportamiento del material; D) es el operador de la derivada fracciona-
ria y (+): () representa el producto tensorial doblemente contraido. Si los
desplazamientos del sistema son pequenos, el tensor de deformaciones es la

parte simétrica del gradiente de los desplazamientos,

e(P,t) = grad, (u(P,?)), (3.2)
donde

grad, (u(P,t)) = %(grad (u(P,1)) + grad” (u(P,1))), (3.3)

de forma que grad(s) representa el operador gradiente de segundo orden,
u(P,t) es el vector del campo de desplazamientos, y (o)T denota el opera-
dor de la trasposicién. Para que la formulacién que se propone sea también
vélida en el caso eldstico, es decir para o= =0, el tensor ~, debe ser
proporcional al tensor identidad de cuarto orden I (equivalente a la hipé-

tesis de masas desacopladas utilizada en el problema eldstico),
~No = TPI, (3.4)
y el tensor ~, al eldstico C,
Ye = (Boo/Eo)TC, (3.5)
donde 7 es el tiempo de relajacién, Ej es el médulo estdtico y E  es el

moédulo asintético si o = 3. De esta forma, la ecuacién constitutiva del

material viscoeldstico se convierte en

(1 + 7P Dﬁ)o'(P,t) = (1 + (Eoo/Eo)Ta Da)C : grad, (u(P,t)), (3.6)
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que para el caso unidimensional, C = Ej;, coincide con el modelo de cinco
pardmetros revisado en el Capitulo 1. El caso general es capaz de conside-
rar anisotropias si el tensor eldstico C las tiene en cuenta. Esta ley del
comportamiento se debe usar junto a la ecuacién local del balance de la

cantidad de movimiento
div(o(P,t)) + £(P,t) = pii(P,1), (3.7)

donde el vector div(s) expresa la divergencia tensorial, f(P,t) es el campo

vectorial de las fuerzas de volumen, el escalar p es la densidad del mate-
rial, y 1(P,t) representa el vector del campo de aceleraciones. La aplica-

cién del operador divergencia sobre la ecuacién (3.6) conduce a

(1+ 77 D?)div(c(P,1))

(3.8)
= (1+ (Bo/Eo) 7% D*)div (C : grad, (u(P,2))),

de modo que las ecuaciones (3.7) y (3.8) pueden ser combinadas para pro-

porcionar la siguiente ecuacién de campo,

(1 + 7 DP ) pu(P,t) — (1 + (Eoo/ Eo)Ta Da)div (C : grad, (u(P,1)))

= (1+77D%)£(P,1). 39

Si el material es eldstico, la ecuacién (3.9) se transforma en la ecuacién de

campo cldsica
pii(P,t) — div(C : grad, (u(P,t))) = £(P,1). (3.10)

La aplicacién del método de los residuos ponderados sobre esta ecuacién en
un volumen finito V; resulta (véase cualquier libro sobre elementos finitos,
por ejemplo, Bathe (1996), Hughes (2000) o Zienkiewicz y Taylor (2004)

para mds detalles)
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Miii; (1) + K1) = E() + [ N(P)'£(P,0)aV, (3.11)

donde, para el elemento finito #-ésimo, M;, K;, u;(t) y F;(¢) son las ma-
trices de masa y de rigidez, y los vectores de los desplazamientos y fuerzas
nodales, respectivamente; N(P) es la matriz de las funciones de interpola-
cién; y la integral de volumen representa la resultante nodal de las fuerzas
de volumen f(P,t). De la misma forma, la aplicacién del método de los

residuos ponderados sobre la ecuacién (3.9) proporciona

(1477 D7) My () + (1 + (Boo/Bo) = D ) K u,(2)
= (1 + 7P Dﬂ)(Fi(t) + fv,- N(P)Te (P, t)dV), (8.12)

que se puede reordenar en al siguiente ecuacién del movimiento fracciona-
ria,
=F,(t) + T DPE(t) + fV N(P)T£(P,t)dV (3.13)

+77 D? fv N(P)*£(P,t)dV.

Si el sistema estd constituido por un unico material viscoeldstico, indicado
con el subindice (), , el ensamblaje de todas las matrices y vectores deriva

en el sistema global siguiente:

™ M, DA u(t) + M, u(t) + (Eoo / Eo)TO‘KV D% u(t) + K,u(t) (3.14)
= F,(t) + " D’ E,(t),
donde M, y K, son las matrices de masa y de rigidez del material viscoe-
lastico, respectivamente; u(t) es el vector de desplazamientos; y F,(t) es
vector de fuerzas externas, en las que también se incluyen las reacciones y
la resultante de las fuerzas de volumen.
A continuacién se presta especial atencién al estudio de la reduccién

de la vibracién estructural mediante recubrimientos viscoeldsticos. En efec-
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to, considérense dos tipos de materiales: un conjunto de materiales eldsti-
cos, normalmente metales como acero o aluminio, y el material viscoeldsti-
co caracterizado por el modelo FD de cinco pardmetros. La Figura 3.1 re-
presenta la fuerza efectiva, lado derecho de la ecuacién (3.14), para el nodo

interfacial j-ésimo.

intercara

F,(t)+ m° D? F,(t):

Figura 3.1. Fuerzas nodales en la intercara.

La fuerza fisica que realmente actia sobre el nodo 7ésimo es F; (t), que
efectivamente verifica la tercera ley de Newton entre los lados eldstico y
viscoeldstico. Pero en el lado viscoeldstico actda otro término, 7° D F;(?),
el cual no es una fuerza real, si no que aparece en virtud de los términos
fraccionarios de la ecuacién (3.13), implicando que, al ensamblar las matri-
ces, los términos del lado derecho no estdn equilibrados. Este desequilibrio

implica que el sistema fraccionario resultante sea

M, DP ii(t) + (M, + M, )ii(t) + (Boo/Bo ) 7K, D* u(t)
+(K, + K, )u(t) = E,(t) + F, (t) + 7° D° F, (t) (3.15)
+P DPF, (1),

donde el subindice (+), hace referencia al material eldstico, y F,.(t) es la
fuerza interna que actia sobre el lado viscoeldstico de la intercara de am-

bos materiales, cuya reaccién en el lado eldstico F,,(t) = —F,,(t) satisface

M_i(t) + K, ut) = E.(t) + E.. 2), (3.16)
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donde F,(t) denota el vector de fuerzas externas aplicada en los materiales
eldsticos. Entonces, la forma final para la ecuacién del movimiento matri-

cial de orden fraccionario resulta

TPMD? ii(t) + Mii(t) + 7°K, D u(t) + (Boo/Eo ) 7K, D* u(t) G17)

+Ku(t) = F(t) + 7° DP F(), '
donde M=M, +M,, K=K, +K, y F@¢)=F,(t)+F,(t) son las matri-
ces y el vector globales.

Escobedo-Torres y Ricles (1998) dedujeron una ecuacién similar a
partir del ensamblaje en el dominio de Laplace de la ecuacién del movi-
miento individual de cada elemento finito, para la posterior transformacién
inversa del sistema global. Estos autores utilizaron un modelo de material
FD de cuatro pardmetros, y la ecuacién fraccionaria la resolvieron median-
te un algoritmo explicito basado en el esquema de las diferencias finitas
centrales. Una diferencia respecto a la ecuacién (3.17) es que Escobedo-
Torres y Ricles (1998) emplearon la derivada de orden 2+ 3 del despla-
zamiento, en vez de la derivada de orden [ de la aceleracién, lo que difi-
culta la integracién numeérica.

En la seccién siguiente se formulan los esquemas de integracién dire-
cta desarrollados para resolver la ecuacién (3.17). En el Anexo A de la
memoria se presenta una tabla en la que se resumen todas las ecuaciones

relativas a dichas formulaciones.

3.3 Integracién numérica

A continuacién, se muestran tres diferentes esquemas de integracién direc-
ta, uno explicito y dos implicitos, para la resolucién del sistema de ecua-
ciones fraccionarias (3.17). En los tres métodos, el operador fraccionario se
desarrolla desde el punto de vista de Griinwald-Letnikov, de modo que el

sistema fraccionario se transforma en uno de segundo orden, que se puede
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resolver con los métodos numéricos cominmente empleados en dindmica
estructural, algunos de ellos mencionados en la Seccién 1.2.4 de la intro-
duccién (véase por ejemplo Bathe (1996), Hughes (2000) o Zienkiewicz y
Taylor (2004) para més detalles sobre dichos métodos).

3.3.1 Formulacién explicita

La formulacién explicita que se propone parte de la ecuacién (3.17) escrita

en el instante ¢, ,

M, D i, + Mii, + 7K, D? u,, + (Ew/Eo)°K, D*u
+Ku, =F, + 7’ D F,,

n

(3.18)

la cual debe ser resuelta para u,,;. Para ello, se hace uso de la aproxima-
cién de Griinwald-Letnikov, con la cual las derivadas fraccionarias de la

fuerza F,, del desplazamiento u,, y de la aceleracién i, resultan

1 n—1
B, =5 A b, (3.19)
(At)” i3
u, At)"‘z o j10n_ (3.20)
uy, At)ﬁZ 8,41 (3.21)

o) Z st @22

lo que permite transformar la ecuacién (3.18) en un sistema de segundo
orden no amortiguado

Mii, + Ku, = F,, (3.23)
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donde los efectos de amortiguacién estdn contemplados en el término F,

[ del lado derecho, que satisface

_ T ﬁn—l T Je] n—1 .
F,=F + (—A-i) > A jaiFaj — (E) M) Ag ji1lin-;

7 \8 n—1 Eoo T\ n—1
—(E) Ke;JAﬂ,j+1un—j_E_0(E) vaZ%Aa,j+lun—j‘

(3.24)

El desplazamiento u,,; se puede obtener de la ecuacién (3.23) por medio
de métodos explicitos de integracién directa como el de las diferencias fini-
tas centrales, cuyo algoritmo se recoge en la Tabla 3.1, o mediante super-

posicién modal, para lo cual la ecuacién (3.23) resulta
14, + diaghq, = ¢ F, , (3.25)

‘donde q representa el vector de los desplazamientos proyectados sobre la
¢ base modal ¢ normalizada con respecto a la masa modal unidad, I es la
matriz identidad, y la matriz diagonal diag\ se construye con los autova-
lores del sistema. A diferencia de los sistemas no amortiguados, la ecuacién
(3.25) no estd completamente desacoplada, sino que el desacoplamiento es

parcial como consecuencia de la definicién del vector F, segtn (3.24).

Tabla 3.1
Diferencias finitas centrales para un sistema del tipo Mii(¢) + Cu(t) + Ku(t) = F(¢)

Dadas las condiciones iniciales uy y 1g, despejar i, de Mii, = Fy — Cuy — Ku, .
1 .
Estimar u_; := E(At)2ii0 — Atiy +uy.
Para n:=0 hasta N —1, hacer:
Despejar u,,,; de

(M +{At0)u,,, = (A]F, —(—2M + (Atf’K)u, — (M- $AC)u,_; .

Uy — U,
Calcular a,,; = %—u

.. W, —2u, +u,_
Calcular i, = —! (At1;2 n-l

Fin.
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3.3.2 Formulaciones implicitas

Las dos formulaciones implicitas desarrolladas parten de la ecuacién (3.17)

para el instante %, ,

"M, D i, 1 + Mii,; + 7°K, D" u
(3.26)
+(E°°/E0)TaKv D* uy +Ku, =F ) + 7 D’F, n+1

que debe ser resuelta para u,,;. Usando la definicién de Griinwald-
Letnikov, las derivadas de la fuerza F,,;, del desplazamiento u,;, y de

la aceleracién ii,;, se pueden aproximar de la siguiente manera,

D By = o )ﬁ Z A iFa1j (3.27)
D* Upp1 = (At)a ZAa,]+l Upt1—j (3.28)
1
D’ Upt1 = (A t)ﬁ Z B,j+1%n+1—j (3.29)
y
DP fipyy = — Z ttin 1 (330)
(aty 2 o

La primera de las formulaciones propuestas, el esquema M-K-F, consiste

en transformar las ecuaciones (3.28)-(3.30) en

o Upi1 .
D%u, ;= (At+)a (At)"‘ ZAQ’]H U, (3.31)

_ u'n+1

B
Uyt = (At)ﬂ (At)’@ Z 3,j+10n+1—j (3.32)
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y en

_ un+1

B .
D Upp1 = (At)'@ (At)ﬂ Z ,3,]+1 n+l —j (333)

respectivamente, lo que permite convertir la ecuacién (3.26) en un sistema
de segundo orden,

Mii, i +Kupy =Fopp, (3.34)

donde las matrices equivalentes de masa M y de rigidez K resultan

M= (LY Mem (3.35)
_(At) '
y
T \8 E (1\
=) K, +2=() K, +K, 3.36
(At) +E0(A) vt (3:36)

respectivamente, y la fuerza equivalente F ny1 Satisface

p— 7" n
Fn+1 n+1+(‘A-) Z ﬂ,J+1 n+l—j

(3.37)

n
) Z 8,j+1%n+1—j

- LaK N A . .
EO (At) VJZ::I o, j+1%n 41—

T L .
- (E) M; Aﬁ,j+1un+1- j
E

Al igual que en la formulacién explicita, la capacidad de disipar energia del
sistema viene contemplada en la fuerza equivalente F ntl> Y la ecuacién
(3.34) se puede resolver bien mediante superposicién modal, o bien me-

diante el método de Newmark, cuyo algoritmo se recoge en la Tabla 3.2.
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. Tabla 3.2
Esquema de Newmark para un sistema de segundo orden Mii(t) + Cu(t) + Ku(t) = F(t)

Seleccionar los coeficientes de Newmark™ a y b.
Dadas las condiciones iniciales uy y 1, despejar iy, de Miig = F; — Cuy — Kug .
Calcular A := M + aAtC +b(AtY°K .
Para n:=0 hasta N —1, hacer:
Calcular b, = M(un +Ata, + (AN~ 2b)iin) .
Calcular ¢, ; =C (aAt u, + (At)%(a —b)in, + 1 t)3(a — 2b)iin) :

Despejar u,, ) de Au,,; = b(At)2 Fopi+byp e

Calcular i, = u’”—l—% -In _ [—1— - 1] i, .
b(Aat)”  bAt

Calcular 1,,; =1, + At((l —a)i, + aiin+1) .
Fin.

" Para el esquema de Newmark de aceleracion constante, a = 0.5 y b= 0.25.

A continuacién se desarrolla la segunda de las formulaciones implicitas.

Para ello, las derivadas de las ecuaciones (3.28) y (3.29) se transforman en

D“ n+1 u, 1-a
(3.38)
(At) ZAaj+1 Uyt1- -3
y en
D,B — un+1
: U, At (A )ﬁ
(3.39)

respectivamente, donde se identifica la primera derivada u,_; del despla-

zamiento u, ., en el instante ?,,; por medio de la definicién de Griin-

wald-Letnikov

g = (3.40)

lo que implica que el sistema original de la ecuacién (3.26) es equivalente a

un sistema de segundo orden con amortiguamiento viscoso,




Mii,,; +Cua,,; + Ku,,; =F, ., (3.41)

donde la matriz de masa equivalente M es la misma que la de la formula-
cién anterior dada por la ecuacién (3.35); la matriz de rigidez K es la del
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1
sistema original, K = K, + K, ; la de amortiguamiento C resulta }

|

—At(—-)ﬁK +At§—(i)aK : (3.42) 1
At Ey\At) Y '

y la fuerza efectiva F,_; satisface

.
Fon=E4 +(K) ZAﬂ,]+l n+l—j

T - .
- ("A‘Z) M; Aﬁ,j+lun+1— j

) ®.
At

_E_OO.( T )a
E, \At

n
u, + ZAﬁ,j+lun+1-— j
j=1

n
Kv u, + zAa,j+lun+l——j]'

J=1

] (3.43)

Concluyendo, se han propuesto tres diferentes esquemas que permiten re-
solver el sistema fraccionario de la formulacién EF desarrollada durante la
realizacién de la presente tesis. A partir de las aplicaciones numéricas de la
seccién siguiente, se pondrédn en evidencia las ventajas, desventajas y do-
minio de aplicacién de cada uno de los métodos de integracién definidos.
En el Anexo A de la memoria se recogen de forma resumida las fér-

mulas deducidas para los tres esquemas de integracién numeérica.
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3.4 Aplicacién numérica

En esta seccién se presenta un conjunto de ejemplos numéricos que tiene
por objetivo: (I) comparar la formulacién implicita M-K-F descrita en el
apartado anterior con la de Padovan (1987) para diferentes niveles de
amortiguamiento y diferentes casos de carga; (II) analizar el efecto del
truncamiento de los coeficientes de Griinwald-Letnikov en la formulacién
implicita M-K-F; (III) evaluar la influencia que tiene el pardmetro fraccio-
nario [ sobre la respuesta transitoria; (IV) comparar las dos formulaciones
implicitas M-K-F y M-C-K-F en lo que respecta al tiempo de integracién

At;y (V) aplicar el esquema explicito mediante superposicién modal. Para

los esquemas implicitos, se empleé el método de Newmark con aceleracién

constante (véase la Tabla 3.2), que es incondicionalmente estable y no in-
troduce amortiguamiento numérico. Los cédlculos fueron llevados a cabo
con Matlab en un ordenador personal bajo entorno WINDOWS.

Se estudié la respuesta transitoria de una viga en voladizo con trata-
miento FLD, cuyas propiedades geométricas, fisicas y mecédnicas se toma-
ron de la caracterizacién del acero AISI 316 L y de la tela amortiguadora
de la marca Soundown, presentada en el Capitulo 3. Se consideré la geo-
metria de las probetas AFLD-10-180 (véase la Tabla 2.2) cuya longitud,
espesor y anchura de la capa metdlica son 180, 1.05 y 9.85 mm, respecti-
vamente, y el espesor de la capa viscoeldstica, 1.52 mm. Para el médulo de
elasticidad y la densidad del acero, se tomé E, =176.2x 10° Pa y
pe = 7782kg/ m?. Las propiedades del material amortiguador se eligieron a
partir de los resultados del ajuste del modelo fraccionario a los datos expe-
rimentales, recogidos en la Tabla 2.8: para los médulos estédtico y asintoéti-
co, se tomé Ey = 0.379 x 10° Pa y E = 3.057 x 10° Pa; para el tiempo de
relajacién, 7 = 419.2 %1076 s; y para la densidad, p, = 1423kg/m3. Para
ambos materiales se eligié el mismo coeficiente de Poisson, v, =v4 = 0.3,
valor tipico de los materiales eldsticos, homogéneos e isétropos. Para los

coeficientes a y B de los operadores fraccionarios, se emplearon los valo-
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res extremos 0.5 y 0.9 para analizar la influencia que el nivel de amorti-
guamiento tiene sobre la respuesta.

La viga se discretizé en elementos finitos rectangulares bilineales con
hipétesis de tensién plana, con 30 elementos finitos en la longitud y un
elemento finito en el espesor de cada capa, como se muestra en la Figura
3.2. La matriz de rigidez se obtuvo por integracién reducida con control de
hourglassing de Kosloff y Frazier (1978). Para la integracién numeérica por
medio de esquemas implicitos se usé la matriz de masa consistente M, , y
para el esquema explicito, la concentrada M, (el subindice (+); hace refe-
rencia al término lumped, en inglés). La formulacién de todas estas matri-

ces se resume en el Anexo B.

f Capa viscoeldstica

e r e rr e r o rrrrerrere e re e
Tttt 1t 1t t—r Tt T T 1t ]

Capa base _/

Figura 3.2. Modelo EF para una viga en voladizo con tratamiento superficial viscoeldstico.

3.4.1 Comparacién con la formulacién de Padovan

A continuacién se comparan los resultados del esquema implicito M-K-F
con los relativos a la formulacién implicita de Padovan (1987), cuya for-

mulacién conduce a un sistema de segundo orden del tipo
. * *
Mun+1 + K un+1 - ﬂ+1 ) (3.44)

de modo que, con la nomenclatura empleada en esta memoria, la matriz de

rigidez K~ y el vector de fuerzas F,: +1 equivalentes satisfacen

1+ 25
K = 0 K, +K, (3.45)

B
T
14—
(a4
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T
- g fV. B zAﬁ,j+1°'n+l—-j dV,
1 + (A—t) ! Jj=1

donde la matriz B es la que relaciona las deformaciones con los desplaza-
mientos, €(t) = Bu(t), y la tensién o,,; se debe resolver en cada paso de

integracién de la ecuacién constitutiva

E a
Opi1 + 7 DP o, =Deyy + E—°°T°‘DD €ntls (3.47)
0

donde D es la matriz de elasticidad para el material viscoeldstico, aqui en
tensién plana, empleando E; como médulo eldstico (véase el Anexo B para
més detalles). Al desarrollar las derivadas fraccionarias de la ecuacién

(3.47) segun el método G1, la tensién o, se debe despejar de

()

T\ &
+222( ) DY Ayjiaeniney (3.48)
0

DE:'n+l

E_(71\*
=14+
Tntl |+ E, (At)

n

Jéj

-

- (_A—t_) Z Aﬁ,j+1° n+l—j
j=1

En primer lugar, se muestran los resultados del estudio llevado a acabo
sobre la respuesta de una viga en voladizo sometida en su extremo libre a

una fuerza unitaria F(t) representada por la funcién Heaviside,

F(t)= H{t) = 1N. (3.49)
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Figura 3.3. Desplazamiento del extremo libre de la viga en voladizo ante una fuerza
escalén obtenido por los esquemas implicitos de Padovan y el nuevo M-K-F: (a)

a=08=05y () a=p=09.

Se contemplaron dos niveles de amortiguamiento diferentes, o« = 3 =0.5y
o= =0.9. En la Figura 3.3 se representa el desplazamiento del extremo
libre de la viga en voladizo durante los primeros 0.20s, con un paso de
integraciéon de At = 1073 s, con el cual se aseguré la convergencia de los
resultados. No se aprecia ninguna diferencia entre los resultados provistos
por ambos métodos, y se hace patente que el caso (a), donde a =3 = 0.5,
es el que presenta la respuesta con mayor amortiguamiento. Todas las cur-
vas tienden a la misma respuesta estacionaria de 10.9mm.

A continuacién se muestran los resultados que se obtuvieron al consi-
derar un impacto sobre la cara metdlica del extremo libre, caracterizado
por una velocidad inicial 1, =1m/s. Se estudié el mismo intervalo de

tiempo de 0.20s con el mismo paso de integracién At = 1073s.



APLICACION NUMERICA 101
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Figura 3.4. Respuesta impulsiva del extremo libre de la viga en voladizo obtenida
mediante los esquemas implicitos de Padovan y el nuevo M-K-F para dos niveles de

amortiguamiento: (a) a =8=05 y (b) a=£=0.9.

En la Figura 3.4 se compara la respuesta proporcionada por el método de
Padovan con el propuesto en esta tesis, constatdndose que son préctica-
mente idénticas. Se pueden aprecian los efectos transitorios de los modos
de mayor orden hasta aproximadamente la segunda oscilacién, a partir de
la cual la respuesta se debe pricticamente al primer modo. También se
pueden apreciar pequenos picos parasitos intrinsecos al método de integra-
cién, que excita modos de alto orden, que son propios de las respuestas
impulsivas. Estos se atentian generalmente disminuyendo el tiempo de in-
tegracién At, o bien empleando esquemas de integracién que introduzcan
amortiguamiento numérico.

Concluyendo, la formulacién implicita M-K-F que se ha desarrollado

proporciona la misma respuesta que el método de Padovan (1987) para los
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dos casos de carga y los dos niveles de amortiguamiento estudiados, aun-
que pueden aparecer pequenas diferencias debidas a la integracién numeéri-
ca empleada para resolver la Ecuacién (3.46), relativa a la formulacién de

Padovan (1987).

3.4.2 Comparacién entre los dos esquemas implicitos

En esta seccién se muestran los resultados que se obtuvieron al comparar
los dos esquemas implicitos M-K-F y M-C-K-F, tanto para el caso de la

respuesta forzada como para el de la impulsiva.

|: Solucién —* -M-K-F (5 ms) —°-M-C-K-F (5 ms)‘

Desplazamiento (103 m)

0 0.05 0.10 0.15 0.2(
Tiempo (s)

(a)

I—Solucién —¢-M-K-F (5 ms) —°-M-C-K-F (5 ms)l

Desplazamiento (10 m)

Tiempo (s)

(b)
Figura 3.5. Respuesta forzada usando los esquemas implicitos M-K-F y M-C-K-F

para dos tiempos de integraciéon At diferentes, y para dos niveles de amortiguamiento:

(a) a=p=05y () a=4=09.
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En primer lugar se estudié la respuesta dindmica del extremo libre de la
viga de la Figura 3.2 ante la fuerza escalén F(t) = H(t), aplicada también
sobre el mismo extremo libre. Las curvas representadas en la Figura 3.5 se
obtuvieron con dos pasos de integracién diferentes: At = 1073 s, que ase-
gura para ambos casos la convergencia del esquema numérico, y otro cinco
veces mayor, At =5 X 107%s.

De la Figura 3.5 se puede remarcar que el esquema M-C-K-F tiende a
sobreestimar el amortiguamiento, mientras que la formulacién M-K-F
muestra el efecto contrario. También se puede constatar que las respuestas
que no han convergido estdn retrasadas respecto a la solucién convergida,
y que el esquema M-C-K-F resulta el mds retrasado de los dos. Estos efec-
tos son més patentes para el caso (a), donde el amortiguamiento es mayor.
Concluyendo, de forma general, la formulacién que ofrece resultados mds
precisos es la M-K-F.

A continuacién se presenta el estudio realizado considerando la res-
puesta impulsiva de la viga en voladizo, de donde se deducen las ventajas
del esquema M-C-K-F. Esta ventaja estd relacionada con los picos pardsi-
tos debidos a la excitacién de los modos de alto orden mencionados en la
seccién anterior, que son caracteristicos de las respuestas impulsivas. En
efecto, en la Figura 3.6 se representa la respuesta del extremo libre de la
viga en las mismas condiciones que en el caso de la seccién anterior, super-

poniendo los resultados obtenidos por las dos formulaciones implicitas.

0.2 - T T T
= —M-K-F - M-C-K-F
c,:
=)
Z
BTN SRR SRS SN WSS GRS, WS A ]
g °
g
©
N
=
2
% )
[m] 0.2 1 | !
0 0.05 0.10 0.15 0.20

Tiempo (s)
Figura 3.6. Respuesta impulsiva usando los esquemas implicitos M-K-F y M-C-K-F

para el caso mas amortiguado, o = = 0.5, y con un paso de integracién At = 10735,
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Solamente se estudia el caso més amortiguado, es decir, con a =3 = 0.5,
porque es este el que mostré de manera méds notoria dichos picos parésitos.
En la Figura 3.6 se puede apreciar que la formulacién M-C-K-F atenia los
mencionados ruidos, sin la necesidad ni de reducir el tiempo de integracién
ni de anadir amortiguamiento numérico, ya que es la propia tendencia so-

breamortiguadora del esquema numeérico quien los filtra.

3.4.3 Integracion explicita

El método de las diferencias finitas centrales recogido en la Tabla 3.1 per-
mite resolver explicitamente sistemas dindmicos estructurales. Este método
es condicionalmente estable, lo que conlleva a que un sistema no amorti-
guado o con amortiguamiento cldsico se debe resolver con un paso de inte-

graciéon At menor que un paso critico At , que satisface

At =—2_ (3.50)

max

donde w4, indica la mayor pulsacién propia del sistema no amortiguado.
En sistemas estructurales, este tiempo critico es muy pequefio: por ejem-
plo, para la viga con recubrimiento FLD de la Figura 3.2, este vale
At =2.22X 1077 s, lo que implica importantes recursos computacionales.
Una manera de incrementar el paso de integracién critico es descomponer
el sistema en la base modal, y utilizar tnicamente aquellos modos que se
crean més influyentes en la respuesta, despreciando los modos de mayor
orden. Por ejemplo, la frecuencia natural del primer modo de la viga es
22.8Hz, llevando asociado un tiempo critico At = 13.95 x 1073s.

Pero a la hora de tener en cuenta ecuaciones constitutivas con deri-
vadas fraccionarias, los pardmetros del modelo desempefnian un papel fun-
damental en cuanto a la estabilidad del sistema (véase Escobedo-Torres y
Ricles (1998) para mds detalles, donde se exponen las condiciones con las
que se debe integrar explicitamente la ecuacién del movimiento aseverando

la convergencia del esquema numeérico). Para la aplicacién de la viga FLD
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que se analiza en esta seccién, se comprobé que Unicamente el primer mo-
do es estable si se considera un paso de integracién que se encuentre com-
prendido en el intervalo 0.85 X 10735 <At <9.89%x1073s para el caso con
mayor amortiguamiento, o = =0.5,y 0.85x 103s <At <125x1073s
para el menos amortiguado, donde a = 8 = 0.9. La respuesta que se obtu-
vo para estos dos niveles de amortiguamiento empleando el menor tiempo
de integraciéon At = 0.85 X 1073 se representa en la Figura 3.7, donde se

compara con la respuesta convergida calculada implicitamente.

g —Implicito * Primer modo explicito (0.85 ms)
. 20 il
=

Z 57

g ° . 7~
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0 0.05 0.10 0.15 0.2C
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(a)

g —Implicito ° Primer modo explicito (0.85 ms)
T 201 1
S

g

g 10f

g

g
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Figura 3.7. Respuesta forzada obtenida por las formulaciones M-K-F implicita y

explicita para dos niveles de amortiguamiento diferentes: (a) a=6=05 y (b)

a=06=009.

En la Figura 3.7 se puede sefialar que la respuesta del sistema se debe bé-
sicamente al primer modo, como se aprecia sobre todo en el caso (b), y las
diferencias que existen entre las formulaciones implicita y explicita se de-
ben a la falta de precisién del método explicito para el tiempo de integra-

cién At =0.85x1072. Paradéjicamente, reducir el tiempo de integracién
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cién At=0.85x1073. Paraddjicamente, reducir el tiempo de integracién
conduce a que el esquema de integracién devenga inestable, contrariamente
a lo que sucede en los sistemas no amortiguados o con amortiguamiento
cldsico. Se evidencia que las diferencias son més notables en el caso (a),
manifestando que el paso de integracién At es més influyente cuanto ma-

yor es el amortiguamiento.

3.4.4 Truncamiento de los coeficientes de Griinwald

El uso de la historia completa de las derivadas fraccionarias para calcular
la fuerza del lado derecho de la ecuacién matricial del movimiento (3.17)
implica que los cdlculos sean cada vez més lentos, especialmente en siste-
mas de gran tamano y con historias largas. La propiedad de la memoria
corta de las derivadas fraccionarias (véase la Seccién 1.2.4.3 del capitulo de
la introduccién) permite truncar el sumatorio a partir de cierto instante
reduciendo el tiempo de computacién sin perder significativamente la pre-
cisién. A continuacién se ilustra este hecho empleando el esquema implicito
M-K-F sobre la nueva formulacién de elementos finitos que se ha presen-
tado en esta memoria de tesis.

En la Figura 3.8 se compara la respuesta ante un escalén obtenida
con la historia completa en la seccién anterior (N = 200 términos) con las
obtenidas empleando un méximo de N /3 y N /10 coeficientes de Griin-
wald. En cuanto al sistema menos amortiguado, es decir para el caso (b)
con a=F3=0.9, se puede apreciar que las soluciones truncadas propor-
cionan la misma respuesta que la historia completa. Este hecho se debe a
que el orden del operador fraccionario es cercano a 1, por lo que la deriva-
da fraccionaria se comporta de forma cercana a un operador local y los
coeficientes de Griinwald decaen rdpidamente, lo que conlleva a que el
efecto de la historia es minimo. Contrariamente, para el sistema més amor-
tigunado, a = 8 = 0.5, la historia tiene mayor influencia. Efectivamente,
con un méximo de N /3 y N /10 coeficientes, las mayores diferencias ro-

zan el 0.6% y el 2.7%, respectivamente.
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Figura 3.8. Respuesta forzada empleando la historia completa y truncada de para
calcular las derivadas fraccionarias en el esquema M-K-F: (a) a=38=05 y (b)

a=0£=09.

3.4.5 Influencia del pardametro [

En todos los ejemplos anteriores se empleé un modelo FD de cuatro para-
metros, a = 3, para representar el material viscoeldstico. La influencia del
pardmetro (3 en un modelo FD de cinco pardmetros fue analizado por
Pritz (2003) en el dominio de la frecuencia, comprobando que el caricter
asintético del médulo de almacenamiento y la simetria del factor de pérdi-
da se pierden, ademds de que este no se acerca a cero a medida que crece
la frecuencia, sino que tiende un valor finito, como se puede observar en la
Figura 1.2(b) del Capitulo 1.

En esta seccién se muestra el ejemplo numérico que se llevé a cabo
para manifestar la influencia del pardmetro B en el dominio del tiempo,

considerando la respuesta dindmica ante un escalén H(¢) para un modelo
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FD de cuatro pardmetros o =3 =0.9, y otro de cinco pardmetros con
a=0.9 y 8=0.5. Ambas respuestas se representan en la Figura 3.9, de
donde se deduce que para la viga analizada, la disminucién del pardmetro
B provoca asimismo una disminucién del amortiguamiento del sistema,
debido a la variacién del médulo de almacenamiento y del factor de pérdi-

da aludida con anterioridad.
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Figura 3.9. Respuesta forzada usando el esquema explicito M-K-F con el material

viscoeléstico caracterizado mediante modelos FD de cuatro y cinco pardmetros.

3.5 Conclusiones

En este capitulo se ha presentado una formulacién de elementos finitos
para el andlisis dindmico transitorio de sistemas estructurales con trata-
miento viscoeldstico en los que el material amortiguador se representa me-
diante un modelo fraccionario de cinco pardmetros. Esta formulacién se
obtiene a partir de la ecuacién local del balance de la cantidad de
movimiento, en contraste a la de Padovan (1987) que se formula a partir
del principio de los trabajos virtuales. La evaluacién numérica del operador
fraccionario se ha llevado a cabo por medio de la definicién de Griinwald-
Letnikov de la derivada fraccionaria, lo que ha permitido desarrollar un
esquema explicito y dos implicitos en los que se debe almacenar la historia
de los desplazamientos y la de las fuerzas externas, pero no la de las ten-
siones, lo que reduce dristicamente el tiempo computacional y las necesi-

dades de memoria. Se ha presentado un conjunto de aplicaciones numéri-
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cas usando un modelo 2D de una viga en voladizo con tratamiento FLD, a

partir de las cuales se han desprendido las siguientes conclusiones:

1. La formulacién propuesta proporciona los mismos resultados que los de

Padovan (1987), incluso con un grado de precisién ligeramente supe-
rior, puesto que esta precisa del célculo aproximado de una integral pa-

ra obtener las tensiones nodales.

El uso del esquema explicito M-K-F se ve considerablemente restringi-

do debido a los problemas que presenta para proporcionar una solucién

estable.

Comparando los dos esquemas implicitos, la formulacién M-K-F tiende
a proporcionar soluciones menos amortiguadas, mientras que la formu-
lacién M-C-K-F sobreestima el amortiguamiento. Para el mismo paso
de integracién At, la formulacién M-K-F presenta resultados més pre-
cisos, es decir, converge a la solucién exacta con un mayor At. Pero el
método de integracién M-C-K-F es capaz de filtrar los ruidos parésitos

que aparecen en la respuesta impulsiva de los sistemas estructurales.

La aproximacién de Griinwald-Letnikov para el operador fraccionario
involucra importantes inconvenientes en cuanto al nimero de operacio-
nes que hay que realizar. Del estudio sobre el truncamiento de los coefi-
cientes de Griinwald se puede concluir que el sistema con bajo amorti-
guamiento se puede resolver, sin sacrificar precisién, con la décima par-
te del nimero méximo de términos, lo que representa una memoria
equivalente a la mitad del periodo del primer modo de vibracién. Y pa-
ra el caso con mayor amortiguamiento, la tercera parte de la historia,

lo que equivale una memoria de 1.5 veces dicho periodo.

Finalmente, cabe destacar que este trabajo ha sido aceptado para su publi-
cacién en la revista International Journal for Numerical Methods in Engi-

neering (Cortés y Elejabarrieta, en imprenta—c).




Analisis en frecuencia

En este capitulo se muestra un conjunto de algoritmos para el andlisis en
el dominio de la frecuencia de sistemas estructurales con amortiguamiento
viscoeldstico. Para la caracterizacién de las matrices de amortiguamiento,
se contemplan tanto modelos de amortiguamiento estructural como visco-
so, conduciendo a sistemas de primer y de segundo orden, respectivamente.

En el caso mds general, se considera que las propiedades del material
viscoeldstico son funcién de la frecuencia, por lo que los coeficientes de las
matrices de amortiguamiento no son constantes. Este hecho conlleva a que
el sistema éstructural se define mediante un sistema de ecuaciones no
lineales, perdiendo el cardcter autoadjunto.

En primer lugar, se describen los métodos numeéricos aproximados
para la extraccién de los valores y vectores propios complejos con los que,
partiendo de la solucién no amortiguada, se estiman los pardmetros moda-
les complejos a partir de las derivadas de los autovectores. En el caso en el
Que las propiedades del material viscoeldstico dependan de la frecuencia, se
propone un esquema iterativo que converge en un tiempo inferior al de
otros métodos iterativos aproximados.

Asimismo, dado que para obtener la funcién de respuesta en frecuen-
cia de los sistemas con amortiguamiento variable no se puede aplicar la
superposicién modal, se desarrolla una técnica de superposicién de funcio-
nes de contribucién modal que consiste en evaluar la respuesta particular
de cada modo a las frecuencias de interés, teniendo en cuenta la variacién

de las propiedades modales.

Andlisis dindmico de sistemas estructurales con amortiguamiento viscoeldstico

Fernando Cortés Martinez, Departamento de Ingenierfa Mecanica, Mondragon Unibertsitatea
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4.1 Introduccién

Los métodos numéricos que se presentan a continuacién han sido especial-
mente concebidos para el anélisis estacionario en el dominio de la frecuen-
cia de sistemas estructurales sobre los que se aplica un tratamiento viscoe-
léstico. Estos métodos permiten, por un lado, aproximar los autovalores y
autovectores complejos, tanto para modelos de amortiguamiento constante
como para los de variable en frecuencia. Por otro lado, permiten obtener la
respuesta forzada mediante la superposicién de la participacién modal in-
dividual para el caso de sistemas con amortiguamiento variable, en los que
se pierde el cardcter autoadjunto.

Efectivamente, la dependencia en frecuencia de las propiedades mecs-
nicas del material amortiguador introduce una no linealidad en el sistema,
la cual no permite emplear los métodos cldsicos para la resolucién del pro-
blema generalizado de los valores propios, e impide igualmente aplicar la
superposicién modal para obtener la respuesta forzada. Por lo tanto, en
este trabajo se ha desarrollado un conjunto de métodos numeéricos para
aproximar de forma eficiente tanto la solucién del problema de los valores
propios complejos, como la respuesta forzada a partir de lo que se ha de-
nominado la superposicién de funciones de contribucién modal (MCF, del
inglés modal contribution functions).

En relacién a la extraccién de los valores y vectores propios comple-
jos, se propone una técnica que, partiendo de los modos normales del sis-
tema no amortiguado y de sus derivadas, se aproxima el resultado comple-
jo del sistema amortiguado mediante la estimacién de la variacién del au-
tovector suscitada por el amortiguamiento introducido. Para los sistemas
con amortiguamiento constante en frecuencia, este procedimiento propor-
ciona resultados més precisos que el método MSE o el empleado en la téc-
nica UMSM (véase la Seccién 1.2.4.4 de la introduccién). No obstante, co-
mo en el caso més general el amortiguamiento es variable en frecuencia, se

desarrolla una modalidad iterativa que resuelve una tnica vez el sistema
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no amortiguado y las iteraciones se llevan a cabo sobre los incrementos del
autovector, mejorando asi el tiempo de cdlculo con respecto a otros méto-
dos iterativos.

En lo concerniente a la respuesta en frecuencia de los sistemas con
amortiguamiento variable, se propone una alternativa al método directo
mediante la superposicién de funciones de contribucién modal (MCF),
permitiendo asi evaluar la participacién individual de cada uno de los mo-
dos sobre la respuesta total, proporcionando informacién que de otra forma
se pierde. En esta técnica, las MCF se construyen teniendo en cuenta que
los pardmetros modales varian con la frecuencia, de acuerdo con los méto-
dos mencionados previamente.

Resumiendo, en primer lugar se revisan brevemente los procedimien-
tos para calcular las derivadas de los autovalores y autovectores; seguida-
mente se presentan los métodos de resolucién del problema de los valores
propios complejos correspondientes a los sistemas de primer y de segundo
orden, para modelos de amortiguamiento estructural y viscoso, respectiva-
mente; a continuacién se muestra el método de la superposicién de funcio-
nes de contribucién modal; y por dltimo se verifica la eficiencia de los mé-
todos desarrollados por medio de ejemplos numéricos. Para ello, se emplea
un modelo bidimensional de viga en voladizo con recubrimiento amorti-
guador, donde el material viscoeldstico se caracteriza mediante dos mode-
los diferentes: un modelo fraccionario de cinco pardmetros y un modelo
exponencial (o modelo de Zener), para los sistemas de primer y segundo
orden, respectivamente. Los valores numéricos para la geometria de la vi-
ga, las propiedades fisicas y los pardmetros de los modelos de los materia-
les, se toman de los resultados de probetas ensayadas, recogidos en el Ca-
pitulo 2, con el fin de poder comparar asimismo los resultados de la simu-

lacién con la respuesta sismica obtenida experimentalmente.
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4.2 Derivadas de autovalores y autovectores

En esta seccidén se revisa de manera sucinta los métodos que permiten eva-
luar las derivadas de los valores y de los vectores propios en sistemas es-

tructurales, tanto en los de primer como en los de segundo orden.

4.2.1 Sistemas de primer orden

Las derivadas de los autovalores y autovectores se emplean cominmente
en el anélisis de sensibilidad y optimizacién de sistemas estructurales. Los
métodos cldsicos que permiten su cdlculo en sistemas no amortiguados,
simétricos y con autovalores no repetidos son el de Fox y Kapoor (1968) y
el de Nelson (1976). Murthy y Haftka (1988) presentaron una revisién de
métodos mds modernos desarrollados hasta el final de la década de los
ochenta, y en la literatura se pueden encontrar otros més recientes como
los métodos algebraicos propuestos por Lee y Jung (1997a, 1997b).

En este trabajo se emplean exclusivamente los métodos de Fox y Ka-
poor (1968) y de Nelson (1976) para el cdlculo de las derivadas de autova-

lores y autovectores en sistemas de primer orden dados por
(-AM+K)d, =0, (4.1)

donde M y K son las matrices de masa y de rigidez de orden =, reales,
simétricas y definidas positivas. Consecuentemente, tanto el autovalor A,
como el autovector ¢, résimos son reales. Este iltimo puede ser normali-

zado arbitrariamente empleando la masa modal m, segin

¢ M, =m,, (42)

donde (o)T representa el operador de la trasposicién. Una técnica de nor-

malizacién habitual es seleccionar la masa modal unidad, tal que m, = 1.
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Las derivadas del autovalor y del autovector se obtienen al diferenciar

la ecuacién (4.1),
—“AM, + (=AM’ + K¢, + (=AM + K)o/ =0, (4.3)

/ . . .
donde () representa la derivada con respecto a un pardmetro cualquiera.

La multiplicacién por d),:r en el lado izquierdo resulta

“N& M, + &7 (AM + Kb, + o (-AM+K) =0,  (4.4)

‘de modo que el tltimo término del sumando es cero en virtud de la ecua-

cién (4.1) y de la simetria de las matrices. Asf, se puede despejar la deri-

vada del autovalor r-ésimo ), satisfaciendo

O (M + K,
T Me (49)

Para obtener la derivada del autovector ¢/, en primer lugar se define el

vector f,. como sigue,
£, = ~(-\M' +K' - \M)$,, (4.6)
de manera que la relacién entre ¢, y f,. verifica
(=AM +K)d; =f,, (4.7)

de donde ¢, no puede ser despejado directamente puesto que la matriz
(=AM 4 K) es singular. El método de Fox y Kapoor (1968) y el de Nelson
(1976) permiten dar respuesta a este problema, como se enuncia a conti-
nuacioén.

El priinero de ellos, conocido también como el método de la superpo-
sicién modal, implica que la derivada del autovector ¢, puede ser obtenida

mediante una combinacién de todos los autovectores del sistema,
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¢7{ = ‘I’Cr, (48)

donde @ indica la base modal completa. Para calcular el vector c,, la
ecuacién (4.8) se sustituye en (4.3) y se multiplica por la izquierda por el
vector propio k-ésimo traspuesto d)kT, de forma que la propiedad de orto-

gonalidad respecto a las matrices M y K proporciona la siguiente relacién,

T
b £ , sir=k
e, (k) = Akl‘ Ar (4.9)
—§¢;FM’¢T, sir=k,

donde c,(k) es el elemento k-ésimo del vector c, .

Este método es sencillo de implementar, sin embargo, para obtener la
solucién exacta, es preciso emplear la base modal completa. No obstante,
en aplicaciones pricticas se puede obtener suficiente precisién truncando
adecuadamente la base modal. Existen métodos como el de Wang (1991) y
el de Zhang y Zerva (1996) que afiaden un residuo a la solucién truncada
mejorando asf la precisién.

Por el contrario, el método de Nelson (1976) sélo necesita el autovalor
y autovector r-ésimos correspondientes para calcular la derivada del auto-
vector ¢ . Para ello, esta se descompone en una solucién particular v, y

en otra homogénea c,¢,,
& = v, + ¢, (4.10)
donde el escalar c, se obtiene diferenciando previamente la ecuacién (4.2),
26, M/ + ¢, M'¢y, =0, (411)
pudiendo asf combinar las ecuaciones (4.10) y (4.11) para satisfacer

o GMY e MG
' ¢ Mo,

, (4.12)
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aunque es habitual considerar la normalizacién de los autovectores respec-

to a la masa modal unidad, lo que conduce a
¢ = — My, ——;— TM', . (4.13)

Finalmente, el vector v, se calcula mediante un procedimiento de pivotaje
sobre la ecuacién (4.7), tal y como propone Nelson (1976), con la desventa-

ja de consumir mucho tiempo computacional.

4.2.2 Sistemas de segundo orden

El estudio de las derivadas en los sistemas no conservativos de segundo
orden es més reciente que los mencionados en el apartado anterior. Los
métodos més interesantes son los que trabajan sobre el espacio original, en
oposicién a los que lo hacen en el espacio de estado. En efecto, la ecuacién

cuadrética de los valores propios viene dada por
(s2M + 5,C +K)u, =0, (4.14)

donde se considera que las matrices de masa M, de amortiguamiento vis-
coso C y de rigidez K son reales, simétricas y de orden n xn. Ademds,
M y K son definidas positivas. Generalmente, tanto el autovalor s, como
el autovector u, résimos son complejos (excepto si el sistema posee modos
normales, en cuyo caso el autovector es real), por lo que no se acostumbra
a denotar dicho cardcter complejo con ningin simbolo. Los autovectores
pueden ser normalizados segin
1

uy (25,M 4 C)u, = —, (4.15)
Vr

donde la constante de normalizacién 7, se selecciona arbitrariamente. Por

ejemplo, la alternativa mds consistente con el andlisis modal tradicional es
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1
Tr = 2_’ (4.16)
S,

puesto que para al caso no amortiguado, con C =0, coincide con la nor-
malizacién de la masa modal unidad.
Procediendo como en la seccién anterior, las derivadas del autovalor

s, y del autovector u, se obtienen diferenciando previamente la ecuacién
(4.14) para dar

sl (25,M + C)u, + (s*M’ + 5,C’ + K')u,

) (4.17)
+(s5:M + 5,C + K)u,. = 0,
de forma que la multiplicacién por la izquierda por el vector u;r resulta
1T T/ 2ng/ / /
syu, (25,M + C)u, +u, (s"M’ +5.C" + K')u, (18)

+u; (M +5,C + K)u; =0,

donde el tdltimo término del sumando se hace cero en virtud de la ecuacién
(4.14) y de la simetria de las matrices. Entonces, la derivada del autovalor
r-ésimo s, verifica

T/ 2np! / /
i 4, (M +5,C" +K)u,
" uy (25,M +C)u,

(4.19)

Para este tipo de sistemas, el vector f. se define de la manera siguiente,
f. = —s (25,M + C)u, — (s2M’ +5,C' +K')u,., (4.20)
y estd relacionado con la derivada del autovector u,. tal que

(M +5,C+K)u, =, , (4.21)

de modo que la derivada u/. no puede ser despejada directamente puesto

que la matriz de rigidez dindmica (s?.M +5,C+ K) es singular. Adhikari
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(1999) presenté un método de superposicién modal equivalente al de Fox y

Kapoor (1968), de manera que la derivada del autovector u!. satisface

u = —%[ug (25,M' +C')u,

u,

o (il (M +5,C' +K')u, (4.22)
—Z Yk ug |
k=1

S, — S

k=r

Un poco més actual es el método desarrollado por Friswell y Adhikari
(2000), equivalente al de Nelson (1976), quienes descomponen la derivada

del autovector en una solucién particular b, y en otra homogénea d,u,.,
u, =b, +d,u,, (4.23)
donde el escalar d, viene dado por
d, = —, (u,,_T (25,M + C)b, +u2 (s'M + s, M’ + %C')ur) (4.24)

y el vector b, se calcula mediante un procedimiento de pivotaje sobre la
ecuacién (4.21).

Aunque existen otros métodos recientes (Lee, Kim y Joung, 1999 y
Choi, Jo, Kim y Lee, 2004), en esta investigacién se usan exclusivamente el
de Adhikari (1999) y el de Friswell y Adhikari (2000), que son los equiva-

lentes a los que se han considerado en los sistemas de primer orden.

4.3 Extracciéon de autovalores y autovectores

A continuacién, se describen los métodos que se han desarrollado para el
problema de los autovalores complejos en sistemas de primer y de segundo
orden, publicados en las revistas Journal of Sound and Vibration (Cortés y
Elejabarrieta, 2006a) y Computer Methods in Applied Mechanics and En-

gineering (Cortés y Elejabarrieta, 2006b), respectivamente.
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Antes de nada, se debe sefialar que unicamente se estudian los auto-
valores y autovectores de los modos eldsticos. En efecto, tal y como se in-
dicé en la Seccién 1.2.4.4, los modelos de amortiguamiento variable en fre-
cuencia introducen modos extra en el sistema, que se denominan modos no
viscosos, y que son modos con amortiguamiento supercritico, por lo que no
inducen un comportamiento vibratorio (véase también Adhikari (2002b) o
Muller (2005) para més detalles). Por lo tanto, no son de interés en el ans-
lisis del comportamiento estacionario de los sistemas estructurales, por lo

que a continuacién sélo se estudian los modos eldsticos.

4.3.1 Sistemas de primer orden

A continuacién se describe el método que se ha desarrollado para resolver
el problema complejo de los valores propios en sistemas estructurales con

amortiguamiento viscoeldstico, dado por
(A (M, +M,) + K, + K, ()¢ =0, (4.25)

donde (+)* denota una magnitud compleja, y los subindices (o), y (*),
hacen referencia a las matrices de los materiales eldsticos y viscoeldsticos,
respectivamente. La matriz de rigidez K (w) de los materiales viscoeldsti-
cos es compleja puesto que contiene el amortiguamiento del sistema, de
manera que puede ser descompuesta en sus partes real e imaginaria,
K, (w)=K,(w)+iH, (), donde K, (w) representa la matriz de rigidez y
H,(w) la matriz de amortiguamiento estructural, todas ellas dependientes
de la frecuencia w, y que serdn funcién del modelo de material empleado.
En primer lugar, se muestra el caso particular en el que el amorti-
guamiento es constante en frecuencia con el fin de presentar las bases del
método. Posteriormente, se presenta la modalidad incremental para siste-
mas con elevado amortiguamiento, y finalmente se hace hincapié en el mé-

todo iterativo que permite resolver el problema general dado por (4.25).
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Asi, si el amortiguamiento es constante, la ecuacién (4.25) se simplifi-

ca tal que

(-AM+K)er =0, (4.26)

donde M=M, + M, y K = K. + K, +iH, indican las matrices de ma-
sa y de rigidez del sistema completo. Inicialmente se parte de la solucién

del sistema no amortiguado,
(‘Xr,oM + K) $r0 =0, (4.27)

donde A,y y ¢, expresan el autovector y autovector correspondientes, y
K=K, +K,. Al introducir el amortiguamiento del sistema, la matriz de

rigidez sufre un incremento AK' = iH, de modo que
K =K+ AK', (4.28)

mientras que la matriz de masa no cambia, AM = 0. De esta forma, el

autovalor y el autovector r~ésimos sufren sendas variaciones,
* *
N = Ao + AN (4.29)
*
cb'r = d)r,O + Ad): ) (430)
donde A/\: y Acb: indican sus respectivos incrementos complejos. La

aproximacién de la formulacién diferencial de la ecuacién (4.3) por medio

de variaciones finitas resulta
(ANM + AK) ¢y + (X, oM + K)AG =0, (4.31)

de modo que, a partir de la ecuacién (4.5), el incremento del autovector

verifica
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T *
AK
AN = ——d)"’oT o (4.32)
d)r,OMd)r,O
De esta tltima ecuacién se puede deducir que si se considera como hipéte-
sis que los autovectores no se ven modificados por el amortiguamiento,
Ay =0, el autovalor sufre un incremento y el factor de pérdida modal

7, Vviene dado por

T
o H,d
my = v (4.33)
¢ Ko,
lo cual concuerda con lo establecido por el método MSE. En cambio, si se
considera que los autovectores varfan segin la ecuacién (4.7), la sustitu-

cién de la derivada por un incremento finito satisface

(-AM+K)Ad, =1, (4.34)
donde
f; = —(~ANM + AK )y (4.35)

El incremento Acb: puede ser resuelto por medio de los métodos de Fox y
Kapoor (1968) o de Nelson (1976). Finalmente, haciendo uso del cociente
de Rayleigh, el autovalor complejo correspondiente )\: se puede actualizar
tal que

A = i—TM% (4.36)

La Tabla C.1 y la Tabla C.4 del Anexo C contienen sendos algoritmos em-
pleando las derivadas de Fox y Kapoor (1968) y de Nelson (1976), respec-
tivamente.

Aunque de las aplicaciones numéricas de la Seccién 4.5 se desprende
que este método es més preciso que el MSE, su exactitud puede verse me-
jorada mediante la modalidad incremental en la cual se divide la variacién
de la matriz de rigidez AK' = iH, en g4, incrementos iguales AKZ, de

acuerdo con
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* 1 .
AK, = —iH,. (4.37)
Gmax

Los algoritmos para esta modalidad también se recogen en el Anexo C, en
la Tabla C.2 con el método de Fox y Kapoor (1968) y en la Tabla C.5 con
el de Nelson (1976). '

Finalmente, para resolver el sistema con amortiguamiento variable
(A (M, +M,) + K, + K, (w,) +iH, ()67 =0, (438

donde la frecuencia natural w, del modo résimo viene dada como la parte

real de la rafz cuadrada del autovalor /\: ,

w, = Re (\/Z ) (4.39)

se propone el algoritmo iterativo utilizando el método de Fox y Kapoor
(1968) y el de Nelson (1976) mostrados en la Tabla C.3 y en la Tabla C.6
del Anexo C, respectivamente. Esta técnica comienza resolviendo el siste-
ma real con las propiedades estdticas del material viscoeldstico Kf,(O), y se
aproxima hacia la solucién compleja mediante iteraciones sucesivas en las
que la matriz de rigidez global compleja K (w,) debe ser actualizada en

funcién de la frecuencia natural w,, hasta que el error ¢, ; de la iteracién

Jésima sea menor que la tolerancia deseada. Dicho error €, buede ser
definido, por ejemplo, como
Re (/\: A: ; ) Im )\: ): _ )
J j-1 J J—1
er, J ’ ( ) (4'40)

con el objeto de que la solucién converja tanto en su parte real como en la
imaginaria, siendo esta ultima quien normalmente converge con mayor

lentitud.
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Este método, en oposicién a la versién iterativa del método MSE
(Trindade et &l. 2000) que debe resolver el problema de los valores propios
sin amortiguamiento una vez en cada iteracién, lo resuelve una tnica vez e
itera sobre los incrementos, lo que implica una disminucién importante del
tiempo computacional.

Para concluir, cabe sehalar que si la parte real de la matriz de rigidez
global K, + K, (w) presenta una fuerte dependencia en frecuencia, el mé-
todo propuesto podria no proporcionar la precisién adecuada, por lo que
habria que incluir la solucién del sistema no amortiguado dentro de cada
iteracién, lo que no presenta ninguna ventaja respecto al método MSE ite-
rativo en cuanto al tiempo computacional, aunque si en cuanto a la preci-
sién. Sin embargo, en el andlisis de sistemas estructurales con tratamientos
viscoeldsticos, la rigidez de los materiales metdlicos es mucho mayor que la
de los amortiguadores, por lo que la componente real de la matriz de rigi-

dez apenas varfa significativamente.

4.3.2 Sistemas de segundo orden

En esta seccién se presenta el método que se ha desarrollado para los sis-
temas en los que el amortiguamiento del material viscoeldstico se caracte-
riza mediante la matriz de amortiguamiento G, (t), de forma que el pro-

blema de los valores propios complejos viene dado por
(s2(M, +M,) +5,G,(s,) + K, + K, Ju, =0, (4.41)

donde G,(s) indica la transformada de Laplace de G (t).

Al igual que en la seccién previa, en primer lugar se contempla el caso
particular en el que el sistema posee un amortiguamiento constante en fre-
cuencia, o lo que es lo mismo, se caracteriza mediante la matriz de amorti-

guamiento viscoso C, de forma que la ecuacién (4.41) se escribe como

(s?(M, +M,) +5,C+K, +K,)u, =0. (4.42)
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Siguiendo la misma metodologia que para los sistemas de primer orden,
inicialmente se debe resolver el sistema no amortiguado dado por el pro-

blema de los valores propios reales
(<A oM + K)u, 5 =0, (4.43)

donde M=M, +M, y K=K, +K,. El autovalor . y el autovector
u, o representan la solucién no amortiguada, de forma que s, = i,,/\,.’o .

Al introducir el amortiguamiento en el sistema, el autovalor s, y el vector

propio u, sufren sendas modificaciones dadas por

$p = 8,0+ As, (4.44)

y por
u, =u, o+ Au,, (4.45)

respectivamente, de manera que a partir de las ecuaciones (4.19) y (4.21),
considerando C=0, AM =0, AK=0 y AC = C, los incrementos finitos

As, y Au, se pueden aproximar como

As, = —1115—00“—’-’0— (4.46)
2 u, oMu,
y
(s2oM + K)Au, =f,, (4.47)
donde
f, = —As, (25,0M +C)u, . (4.48)

El incremento del autovector Au, puede ser resuelto de la ecuacién (4.47)
bien mediante el método AFK (método de Adhikari (1999) basado en el de
Fox y Kapoor (1968)), o bien mediante el método FAN (método de Fris-
well y Adhikari (2000) basado en el de Nelson (1976)).

Una vez resuelto el autovector u,, se puede premultiplicar la ecua-

cién (4.14) por el vector ul,
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uy! (M +5,C + K)u, =0, (4.49)

donde (-)H denota el operador de Hermite (el conjugado de la trasposi-
cién), de forma que tomando la nomenclatura de la Seccién 2.7 del libro de

Ewins (2000), el autovalor s, se puede despejar de la ecuacién de segundo

grado
s2m, +s.¢, +k =0, (4.50)
donde
m, = ulMu,, (4.51)
¢, =uflCu, (4.52)
y
k, = up K
- =u, Ku,_, (4.53)

de modo que m,, ¢, y k. describen los pardmetros modales de masa,
amortiguamiento y rigidez, cuyo significado difiere con respecto al de los
sistemas con modos normales (Ewins, 2000). A partir del autovalor s, , se
obtiene la frecuencia natural w, y el factor de amortiguamiento {, moda-

les. La frecuencia natural se obtiene a partir del médulo del autovalor,
w, = ||, (4.54)

y el factor de amortiguamiento verifica

Cr = _%—) ) (455)

Wy

5 = w, (—gr +i1-¢ ) (4.56)

tales que

los cuales, para el caso de amortiguamiento constante en frecuencia, satis-

facen

H
W2 = _EI_Q_I_{_“_ _ ke (4.57)
u, Mu, m,
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_ 1 ugCur _ (4.58)
2w, u?Mur 2w,m,

Cr

Al considerar una aproximacién en la que los autovectores no se ven modi-
ficados por el amortiguamiento del sistema, como sucede en los sistemas
con amortiguamiento cldsico, Au, =0, entonces la aproximacién del

autovalor r-ésimo s, deviene

s = wno = +if1= &), (4.59)

donde w,( es la frecuencia natural del sistema sin amortiguamiento y el

factor de amortiguamiento ¢, viene dado por

T
_ 1 u‘r,Ocur,O
— 5T ..
2 ur,OKur,O

¢y (4.60)

resultado que coincide con el que provee la hipétesis de Basile empleada en
el método UMSM para sistemas con bajo amortiguamiento, ¢, < 0.01
(véase la Seccién 1.2.4.4 de la introduccién). Cuando el amortiguamiento
no es pequeno, esta hipétesis deja de ofrecer resultados precisos.

A continuacién se propone un método en un nico paso para sistemas
con amortiguamiento medio, en el que el incremento del autovector Au,
ocasionado por el amortiguamiento se estima a partir de la ecuacién (4.47),
donde se emplea bien el método AFK o bien el método FAN, tal y como se
recoge en la Tabla D.1 y en la Tabla D.4 del Anexo D, respectivamente.

Para sistemas con elevado amortiguamiento, se formula una modali-
dad mediante un procedimiento incremental. Para ello, se divide la varia-
cién de la matriz de amortiguamiento en ¢4, incrementos iguales, de

acuerdo con

C, (4.61)
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de forma que los algoritmos se modifican segun se indica en la Tabla D.2
para las derivadas AFK, y en la Tabla D.5 para las FAN.
Finalmente, cuando se contempla amortiguamiento no viscoso, se de-

be resolver el problema no lineal
(s,Q,M +5,G(s,) + K)ur =0. (4.62)
Las derivadas de los autovalores y autovectores para este caso son presen-

tadas por Adhikari (2002a), quien propone diferenciar la ecuacién (4.62) de

la forma siguiente,

s; (26, M + G(s,))u, + (s2M’ +5,G'(s,) + K')u,

_ (4.63)
+(s?M + 5,G(s,.) + K)uy. =0,
y descomponer la derivada total G'(sr) en derivadas parciales,
&s,) = dG(s,) _ s, 9G(s) L 96(s) (4.64)

da 8a 05 lsms,  Oa lsms,’

donde « indica una variable independiente genérica. Pero el método que
aqui se propone emplea incrementos totales de la matriz de amortigua-

miento, por lo que la forma de la ecuacién (4.63) con incrementos finitos,
que para G(s,) =0, AM =0, AK =0 y AG(s,) = G(s,) resulta

Sy (2As,.M + é(s,))ur +(s*M + K)Au, =0. (4.65)

Esta ecuacién es equivalente a la del caso viscoso si se considera una ma-

triz de amortiguamiento compleja C: definida como
C, =G(s,), (4.66)

de forma que el cardcter complejo de la matriz C: implica que su compor-

tamiento no es puramente viscoso, si no que las componentes real e imagi-
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naria inducen fuerzas disipadoras y eldsticas, es decir, proporcionales a la
velocidad y al desplazamiento, respectivamente. Cabe mencionar que las
fuerzas eldsticas generan variaciones en el médulo de almacenamiento. Pe-
ro el cardcter complejo de C: no impide que se puedan emplear las mismas
ecuaciones (4.46)-(4.48) (aunque el tratamiento matemdtico se hace més
laborioso), implementando de manera iterativa las derivadas AFK o FAN
segun se indica en los algoritmos de la Tabla D.3 y Tabla D.6 del Anexo
D. Asi, se comienza por resolver el sistema no amortiguado. Cuando la
matriz de amortiguamiento se evaliia para el autovector considerado, se
aplican las iteraciones correspondientes hasta alcanzar la precisién deseada,

de forma que el error ¢, ; tras cada iteracién puede venir definido tal que

Re (3,., j — Sr, j—l) Im (sr,j — Sm'—l)
Re <3T’ j_l) " Im (sm’—l )

€

rj = max

, (4.67)

de modo que, al igual que para los sistemas de primer orden, tiene el pro-
pésito de converger tanto en la parte real como en la imaginaria del auto-
vector, aunque para este caso es la parte real quien presenta generalmente

menor velocidad de convergencia.

4.4 Respuesta en frecuencia

A continuacién se presenta el método de la superposicién de las funciones
de contribucién modal (MCF), con el que se estima la respuesta en fre-
cuencia de estructuras con amortiguamiento variable en frecuencia. Este
método proporciona informacién sobre la participacién individual de cada
modo sobre la respuesta total, informacién que de otra forma se pierde al
emplear métodos directos, y que resulta de interés en aplicaciones practicas
de ingenieria. En primer lugar se enuncia el método para los sistemas de
primer orden, con modelos de amortiguamiento estructural variable en fre-
cuencia, y después para los de segundo orden, con modelos de amortigua-

miento no viscoso.
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4.4.1 Sistemas de primer orden

La ecuacién que representa un sistema estructural con amortiguamiento
viscoeldstico, donde el material amortiguador se caracteriza mediante el

médulo complejo variable en frecuencia, viene dada por
(~w’M + K'(w)U" =F, (4.68)

donde U" y F* son las amplitudes complejas del vector de los desplaza-
mientos y de las fuerzas externas.

El método que se propone (Cortés y Elejabarrieta, 2005a) toma sus
bases del analisis modal cldsico (Ewins, 2000). En este, considerando el
cardcter autoadjunto del sistema, la funcién de respuesta en frecuencia
(FRF) compleja H;(w), que relaciona los grados de libertad i y j, se eva-

lia mediante la participacién individual de cada modo , H;;(w), tal que

Hij(w) = Z rH'ij(w), (4.69)
r=1
donde
v$i r$;
H. (v)=—"~-"" _| 4.70
T 'Lj(w) m:()\:—-wz) ( )

De igual manera, al considerar el amortiguamiento del sistema, la FRF
H;j(w) se pude evaluar mediante la superposicién de las funciones de con-

tribucién modal,

Hy(w) =Y , MCE,(w), (@)
=1

donde las MCF se construyen mediante modos variables (que no tienen el
sentido de modos propios) cuyas propiedades modales /\: (w), cl): (w) ¥y

* ., . . ., .
m,.(w) son funcién de la frecuencia de excitacién w, proporcionando
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4 (), (@)
e (@)X (@) - o)

MCF,(w) = (4.72)

Para obtener la FRF a las frecuencias que se desee, se debe resolver el
problema complejo de los valores propios de forma que el tiempo computa-
cional se reduce drasticamente si se emplea el método mostrado en la sec-
cién anterior, en comparacién con los cldsicos como el de Lanczos (1950) o
el de Arnoldi (1951). De esta forma, al poder evaluar la contribucién indi-
vidual de cada modo a la respuesta total, se dispone de una informacién

importante para aplicaciones de ingenieria, que de otra forma se pierde.

4.4.2 Sistemas de segundo orden

A continuacién se presenta el método de la superposicién de funciones de
contribucién modal adaptado a los sistemas de segundo orden. En efecto,

la ecuacién del movimiento en el dominio de la frecuencia viene dada por

*

("M +iwC’ (W) +K)U" = F, (4.73)

que a diferencia de los sistemas con amortiguamiento viscoso (Ewins,
2000), la matriz C*(w) es compleja y dependiente de la frecuencia de exci-
tacién. Esta matriz se obtiene a partir de la transformada de Fourier de la
matriz de amortiguamiento G(t).

Partiendo de la funcién de respuesta en frecuencia de un sistema con
amortiguamiento viscoso, la MCF del modo 7ésimo relacionando los gra-
dos de libertad i y j resulta
PR (W) + 1 rSij(w)—L

w (W) (4.74)

Wi (W) = w? + 2w (W) (W)

rMCF;j (w) =




7

D)

132 ANALISIS EN FRECUENCIA

donde los coeficientes modales de frecuencia natural w,(w) y factor de
amortiguamiento (,.(w) deben evaluarse a las frecuencias deseadas resol-
viendo previamente el problema de los valores propios, por ejemplo, como
se mostrd en la seccién previa. Los coeficientes . R;j(w) y ,S;(w) represen-

tan la posicién j-ésima de los vectores ,R,(w) y ,.S;(w), dados por

Riw) = 2(¢ (@) Re( (W) - 1= G Im(Lw))  (@75)

y por
:Si(w) = 2Re(,T;(w)), (4.76)

donde

Ti(w) = [%—:(%)] u, (W), (4.77)

de modo que el pardmetro a,(w) proviene de

(4.78)

uw |'[cw M|[ W)
s@u@)| | M o|]s @ w)|’

mm%

para 1 <r<mn.

Concluyendo, para los sistemas de segundo orden, la FRF se puede
evaluar a cada frecuencia a partir de la superposicién de las funciones de
contribucién modal de forma similar que para los sistemas de primer or-
den, pero se constata que las ecuaciones que se deben emplear son sensi-
blemente méds complejas.

Por ultimo, se debe remarcar que en la construccién de la respuesta,
no se ha incluido el efecto de los modos con amortiguamiento supercritico
introducidos por el cardcter no viscoso del amortiguamiento (véase la Sec-
cién 1.2.4.4 de la introduccién, o bien los articulos de Adhikari (2002) y
Muller (2005) para més detalles), puesto que su comportamiento es pura-

mente transitorio y no tienen influencia en la respuesta estacionaria.
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4.5 Aplicacién numérica

En esta seccién se presenta el conjunto de ejemplos numéricos llevados a
cabo con los dos propdésitos siguientes: (I) el de evaluar la rapidez y la pre-
cisién de los métodos propuestos para la extraccién de los valores y vecto-
res propios complejos, (II) y el de comparar la respuesta sismica obtenida
mediante la superposicién de MCF con la del método directo y con resul-
tados experimentales.

Para ello, se analiz6 el modelo de viga en voladizo con recubrimiento
FLD de la Figura 4.1, que representa la probeta tipo AFLD-10-180 de las
mediciones mostradas en el Capitulo 2. Asi, la longitud, espesor y anchura
de la capa metélica fueron 180 mm, 1.05 mm y 9.85 mm, respectivamente,
y el espesor de la capa del recubrimiento fue 1.52 mm. El modulo de
Young, densidad y coeficiente de Poisson del acero fueron
E, =176.2x10° Pa, p. = T782kg/m® y v, =0.3, y para el material
viscoeldstico, p, = 1429kg/m® y v, = 0.3.

Los algoritmos desarrollados para los sistemas de primer y de segundo
orden se pusieron en préctica caracterizando el material viscoeldstico me-
diante modelos de amortiguamiento estructural y viscoso, respectivamente.
Para poder contemplar tanto casos de amortiguamiento constante como
variable, en cada aplicacién se definieron los pardmetros adecuados, to-
mando como referencia los indicados en la Tabla 2.8 para el modelo con
derivadas fraccionarias (FD) de cinco pardmetros y el modelo Zener, res-
pectivamente.

Al igual que en la aplicacién numérica del Capitulo 3, cada capa de la
viga se discretizé en elementos finitos rectangulares bilineales con hipétesis
de tensién plana. Se empleé la matriz de masa consistente, y para la ma-
triz de rigidez, se hizo uso de integracién reducida con control de hourglas-
sing de Kosloff y Frazier (1978). La formulacién de dichas matrices se re-

coge en el Anexo B.
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,— Capa viscoeldstica

apa base /
Ts(t) Capa b

Figura 4.1. Modelo de viga en voladizo con recubrimiento FLD excitada por la base.

4.5.1 Extraccion de autovalores y autovectores

A continuacién se muestran las aplicaciones numéricas realizadas relativas
a la extraccién de los valores y vectores propios de la viga en voladizo. En
primer lugar, se consideraron modelos de amortiguamiento constante en
frecuencia, y seguidamente un modelo fraccionario (FD) de cinco pardme-
tros y un modelo Zener. Estos tltimos modelos permiten tener en cuenta la
dependencia en frecuencia de las propiedades mecdnicas del material
amortiguador.

Para el sistema de primer orden se empleé un modelo de amortigua-
miento estructural de forma que la matriz de rigidez del material viscoelds-
tico se construyé con el médulo de almacenamiento promedio del modelo
fraccionario, E, =1(Ey + E,,)=2.115x 10°Pa, y se tuvo en cuenta un
factor de amortiguamiento equivalente a su méximo, 75 = 0.90, tal que
H, = 0K, . La solucién exacta se obtuvo mediante el método IRAM (So-
rensen, 1992).

Referente al sistema de segundo orden, para la matriz de rigidez se
utilizé el moédulo de almacenamiento estdtico del modelo Zener,
E, = 0.371 x 10° Pa, y se consideré un pardmetro de amortiguamiento

viscoso dado por ¢ = E_ 7 = 6.182 X 10% Pa s. La solucién exacta se obtuvo

mediante la factorizacién QZ en el espacio de estado (Moler y Stewart,
1973).

La primera de las aplicaciones numéricas evalia la rapidez de los mé-
todos propuestos en funcién del tamano del sistema, desde 62 hasta 302
grados de libertad (GDL), es decir, empleando 10, 20, 30, 40 y 50 elemen-

tos finitos en cada capa. En la Tabla 4.1 se muestra el tiempo, en segun-
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dos, que fue necesario para resolver el problema no amortiguado (indicado
por t;) y para obtener todos los modos complejos mediante los métodos
exactos IRAM y QZ, y por las diferentes modalidades del método propues-
to. De estos resultados se desprende que el tiempo empleado para resolver
el problema de los valores propios complejos crece exponencialmente en
funcién de los GDL del sistema, aunque la tasa de crecimiento es diferente
para cada uno de los métodos. Asi, los métodos que se han desarrollado
basados en la superposicién modal son los mds rdpidos, consumiendo un
tiempo algo mayor (pero aun asi del mismo orden) del estrictamente nece-
sario para resolver el problema no amortiguado. Por otro lado, excepto
para los sistemas de tamafio més pequeno, los métodos exactos son algo
més réapidos que los basados en las derivadas de Nelson (1976), pero aque-
llos dejan de ser eficientes en sistemas de gran tamano cuando se requiere

exclusivamente un nimero limitado de modos.

Tabla 4.1
Tiempo computacional en funcién de los GDL del sistema segiin diferentes métodos
GDL 62 122 182 242 302
to 0.016 0.032 0.078 0.156 0.343
Modelo FD
IRAM 0.390 0.640 1.469 3.079 5.797
Fox y Kapoor 0.048 0.095 0.234 0.468 0.937
Nuevo ‘
Nelson 0.078 0.469 1.797 4.640 7.472
Modelo Zener
QZ 0.109 1.062 3.531 8.062 16.03
AFK 0.047 0.126 0.250 0.422 0.843
Nuevo
FAN 0.157 1.110 3.905 9.610 23.34

En efecto, tanto el método IRAM como el QZ, asi como los basados en las
derivadas de Fox y Kapoor (1968), dejan de ser eficientes cuando se estu-
dian sistemas de gran tamano sobre los que se desea una solucién trunca-
da. Por ejemplo, para estudiar unicamente los diez modos de frecuencia
natural mds baja en el sistema de 302 GDL usando las derivadas de Nelson
(1978), se necesitan los resultados del sistema no amortiguado relativos

Unicamente a esos diez modos y el tiempo computacional se reduce en
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aproximadamente a la décima parte, que aunque siendo del mismo orden
que haciendo uso de las derivadas de Fox y Kapoor (1968), estas precisan
de la base modal completa, requiriendo mayor espacio de memoria.

Con el fin de evaluar la precisién de los métodos desarrollados, en la
Tabla 4.2 se muestran los resultados relativos al modelo de 302 GDL obte-
nidos por los métodos exactos, los aproximados MSE y UMSM, y los des-

arrollados en esta tesis.

Tabla 4.2
Resultados modales segin diferentes métodos para amortiguamiento constante
Modelo FD
IRAM Nuevo (Nelson) MSE
wy (10% rad/s) 0.1625 0.1625 0.1612
il 0.2257 0.2257 0.2265
wy (10° rad/s) 1.0188 1.0188 1.0109
M 0.2255 0.2255 0.2262
wy (10° rad/s) 2.8555 2.8555 2.8335
3 0.2250 0.2250 0.2257
Modelo Zener

QZ Nuevo (FAN) UMSM
w; (10° rad/s) 0.1434 0.1434 0.1433
G 0.0685 0.0684 0.0684
w, (10° rad /s) 0.9153 0.9141 0.8986
G 0.4355 0.4324 0.4284

Concerniente a la viga en voladizo modelada mediante un sistema de pri-
mer orden, en la Tabla 4.2 se muestra la frecuencia natural w, y el factor
de pérdida 7, de los tres primeros modos, pudiéndose observar que el mé-
todo propuesto provee la misma solucién que el método IRAM, y el MSE
comete errores del orden del 1%.

Las diferencias en la frecuencia natural w, y en el factor de amorti-
guamiento (, modales son mds patentes en el sistema de segundo orden,
para el que unicamente se muestran los resultados de los dos primeros mo-
dos, puesto que a partir del tercero el amortiguamiento es supercritico y el

método QZ no proporciona resultados correctos. Mientras que para el mé-
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todo aqui desarrollado las desviaciones no alcanzan el 0.7% para el factor
de amortiguamiento del segundo modo, los errores cometidos por el UMSM
son del orden del 2% tanto para el factor de pérdida como para la frecuen-
cia natural.

En la Tabla 4.3 se muestran los resultados que se obtuvieron toman-
do los valores indicados en la Tabla 2.8 para los pardmetros de los modelos
FD y Zener, haciendo uso de los métodos desarrollados para amortigua-

miento variable.

Tabla 4.3
Resultados modales segin diferentes métodos iterativos para amortiguamiento variable
Modelo FD
IRAM Nuevo (Nelson) MSE
w; (10* rad/s) 0.1516 0.1515 0.1515
T 0.1273 0.1273 0.1273
w, (10% rad/s) 1.0518 1.0512 1.0512
Uy 0.1258 0.1260 0.1260
ws (10% rad/s) 3.0618 3.0609 3.0609
3 0.0850 0.0851 0.0851
Modelo Zener

QZ Nuevo (Nelson)  Nuevo (FAN) UMSM
wy (10% rad/s) 0.1456 0.1458 0.1434 0.1433
G 0.0657 0.0576 0.0657 0.0660
wy (10° rad/s) 1.0933 1.0689 0.9043 0.8983
G2 0.0905 0.0807 0.1231 0.1301
ws (10% rad/s) 3.0951 3.0967 2.5398 2.5190
3 0.0331 0.0334 0.0524 0.0557

De estos resultados se desprende que para el sistema con modelo FD, am-
bos métodos aproximados proporcionan la misma solucién. La desviacién
méxima respecto al método IRAM no supera el 0.1% en ningun caso. En
cuanto al tiempo computacional, cabe indicar que el método propuesto
necesité 1.28 segundos, mientras que el método MSE empleé 5.19.

Para el modelo Zener resolviendo un sistema de segundo orden, los

errores superan incluso el 65% para los dos métodos aproximados. No obs-
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tante, si se considera que el modelo Zener equivale a un modelo de amorti-
guamiento estructural tal que el médulo complejo varia en frecuencia se-

gun

= Lot o7 (4.79)

tal y como se indicé en la Seccién 1.2.1.1, se puede resolver el mismo pro-
blema como un sistema de primer orden. Los resultados relativos a esta
variante empleando las derivadas de Nelson (1978) también se reflejan en
la Tabla 4.3, constatdndose que aunque los resultados son en general algo
mejores, no se alcanza la precisién que lograda con el modelo FD.
Concluyendo, los resultados mostrados han puesto de manifiesto que
el método iterativo desarrollado para sistemas de primer orden con amorti-
guamiento estructural es mads efectivo que otros métodos aproximados.
Otros ejemplos numéricos para sistemas de primer y de segundo orden se
pueden encontrar en las publicaciones derivadas del presente trabajo (Cor-

tés y Elejabarrieta, 2006a, 2006b).

4.5.2 Respuesta a la excitacién por la base

En este apartado se exponen los resultados obtenidos relativos a la res-
puesta de la viga en voladizo con recubrimiento FLD representada en la
Figura 4.1, excitada por la base segiin un movimiento caracterizado por la
funcién temporal s(t). El desplazamiento del extremo libre fue calculado
por un método directo y por la superposicién de MCF. Como en el andlisis
mostrado en la seccién anterior se dedujo que con el modelo FD se logra-
ron resultados maés precisos que con el de Zener, en el ejemplo numérico
que se muestra a continuacién se caracterizé el material viscoeldstico me-
diante aquel, cuyos pardmetros se toman de la Tabla 2.8.

La ecuacién del movimiento en el dominio de la frecuencia dada por
(4.68) puede ser escrito diferenciando entre los grados de libertad relativos
al desplazamiento de la base y los desconocidos, indicados mediante los

subindices (s); y (), respectivamente,
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* * *
5 M;; Myl [Kj(w) Kig(w)|f|Ug R
—w

+| N . , (4.80)
M;; My Ko (w) K22(w) U,

donde R* denota el vector de la amplitud compleja de las reacciones en la
base. El vector de desplazamientos U; se puede despejar mediante méto-

dos directos a partir de la ecuacién
(—w2M22 + KQQ(W)) U2 = —-('—(.UQM21 + K21(W)> Ul . (481)

Para obtener la MCF r-ésima, se debe resolver a cada frecuencia w que se

desee el problema de los valores propios
(—/\'I‘M22 + K22(W)) ¢ =0 (4.82)

y pasar la ecuacién (4.81) a la base modal para calcular el desplazamiento
modal q: dado por
* * %
U2 = d)'r qr (483)
seguin
_ (—w My + K2l(w))U1
@ =~ * *
o " (—W2M22 + Koo (w))(br

(4.84)

En la Figura 4.2 se representan el médulo y la fase de las tres primeras
MCEF relativas al desplazamiento del extremo derecho. Estas figuras apor-
tan informacién sobre la participacién individual de cada modo, informa-
cién que se pierde cuando se emplea un método directo. Se contempla que
el modo menos amortiguado es el primero, dada su mayor amplitud en la
frecuencia de resonancia. El modo mds amortiguado es el tercero, estando

en fase con el primero, y estos dos en contrafase con el segundo.
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Figura 4.2. Tres primeras MCF de la respuesta sismica de la viga en voladizo.

La respuesta proporcionada por la superposicién de todas las MCF se re-
presenta en la Figura 4.3, que coincide con la proporcionada por el método
directo. También se representa la solucién superponiendo las tres primeras
MCF, constatdndose que alrededor de los tres picos de resonancia la solu-
cién coincide con la del método directo. Las mayores diferencias aparecen
en la respuesta estitica, y obviamente, a partir del tercer pico, al no tener

en cuenta la contribucién de modos de mayor orden.

16

o Experimental
—Meétodo directo y superposicion completa de MCF
""" Superposicién de unicamente 3 MCF

100 200 300 400
Frecuencia (Hz)

Figura 4.3. Respuesta sismica de la probeta AFLD-10-180-1 obtenida empirica y

numéricamente: método directo, superposicién de tres y de todas las MCF.

Igualmente, la Figura 4.3 ilustra la respuesta experimental de la probeta

AFLD-10-180-1, obtenida tal y como se indicé en el Capitulo 2. La
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aproximacién de la respuesta sismica hasta 200 Hz, conteniendo las dos
primeras resonancias, es admisible excepto en el primer cambio de signo de
la fase, que en el caso experimental, est4 més retrasado. A partir de 200
Hz, el efecto de la sobreestimacién del médulo de almacenamiento se hace
patente. En efecto, el hecho de que el modelo considere una rigidez supe-
rior que la advertida empiricamente (véase la Figura 2.9), se traduce en un
incremento de la tercera frecuencia propia, desplazando el pico de resonan-
cia hacia la derecha, y en una disminucién del amortiguamiento, por lo que

se incrementa la amplitud de dicho pico.

4.6 Conclusiones

En este capitulo se ha mostrado un conjunto de métodos numéricos
aproximados (Cortés y Elejabarrieta, 2005a, 2006a, 2006b) desarrollados
para el andlisis en el dominio de la frecuencia de sistemas estructurales con
amortiguamiento viscoeldstico. Se ha contemplado el caso en el que las
propiedades dindmicas del material viscoeldstico varian en frecuencia, ca-
racterizdndolas mediante un modelo FD de cinco pardmetros y un modelo
Zener.

Por un lado, se han presentado algoritmos para resolver el problema
de los valores y vectores propios complejos en sistemas de primer y de se-
gundo orden que, partiendo de la solucién no amortiguada, estiman las
propiedades modales a partir de las derivadas de los autovectores. Para el
caso general en el que se considera la dependencia en frecuencia de las pro-
piedades del material viscoeldstico, se ha propuesto un esquema iterativo
que converge en un tiempo muy inferior al de otros métodos iterativos. De
las aplicaciones numéricas se desprende que la caracterizacién del material
mediante el modelo FD, implicando un médulo complejo que permite estu-
diar el problema como un sistema de primer orden con matriz de rigidez
compleja variable en frecuencia, ha proporcionado los mejores resultados.

Por otro lado, se ha propuesto un método para obtener la respuesta

en frecuencia mediante la superposicién de funciones de contribucién mo-
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dal, las cuales, a diferencia de los métodos directos, permiten evaluar de
forma individual la participacién de cada modo a la respuesta total. Al
igual que en la superposicién modal clésica, el nimero de MCF necesario
para obtener la solucién equivalente dada por los métodos directos es fun-
cién del nimero de modos contenidos en el ancho de banda considerado, y
de la cercania del resto de los modos a las frecuencias de interés.
Comparando las respuestas numéricas con la experimental, se ha po-
dido constatar que el exceso de rigidez que aporta el modelo FD a partir
de 200 Hz, implica, por un lado, un incremento de la tercera frecuencia
propia desplazando el pico de resonancia hacia la derecha, y por otro lado,

un aumento de su amplitud.
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Homogeneizacion de vigas

En este capitulo se presentan dos formulaciones homogeneizadas para la
respuesta dindmica de vigas estructurales sobre las que se aplica un trata-
miento superficial viscoeldstico. La primera de ellas es vélida para el estu-
dio de la respuesta transitoria considerando que el material viscoeldstico se
caracteriza mediante un modelo fraccionario. La segunda permite el ansli-
sis en el dominio de la frecuencia de vigas cortas, o con capas gruesas, en
las que las deformaciones debidas a los esfuerzos de cortadura adquieren
importancia, y por consiguiente no pueden ser despreciados.

En efecto, los modelos homogeneizados simplifican el anélisis de los
sistemas estructurales compuestos por diferentes materiales, reduciendo el
costo computacional. Para el caso de vigas con tratamiento viscoeldstico en
capa libre, la formulacién de Oberst y Frankenfeld (1952) es la que co-
munmente se emplea para obtener la respuesta estacionaria en el dominio
de la frecuencia, pero no permite llevar a cabo andlisis transitorios. Con
este modelo se obtiene una rigidez compleja equivalente deducida a partir
de la teoria de Euler-Bernoulli para vigas delgadas.

Asi, las formulaciones que se presentan en este capitulo pretenden
generalizar la de Oberst y Frankenfeld (1952) para su uso tanto en anélisis
transitorios, como para en estudios en el dominio de la frecuencia de vigas
gruesas en las que los efectos de la cizalladura no son despreciables frente a

los de flexién.

Andlisis dindmico de sistemas estructurales con amortiguamiento viscoeldstico

Fernando Cortés Martinez, Departamento de Ingenieria Mecdnica, Mondragon Unibertsitatea
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5.1 Introducciéon

En la actualidad, el andlisis de vigas con tratamiento superficial viscoelds-
tico en capa libre (FLD, del inglés free layer damping) en sus configuracio-
nes asimétrica y simétrica (véase la Seccién 1.2.3) se lleva a cabo mediante
el modelo homogeneizado propuesto por Oberst y Frankenfeld (1952), con
el fin de minimizar los recursos computacionales. Se trata de una formula-
cién que, empleando la hipétesis de Euler-Bernoulli para vigas delgadas,
conduce a una rigidez compleja equivalente B:q dependiente de la frecuen-
cia de excitacién w .

El uso de este modelo queda completamente relegado al dominio de la
frecuencia, ademds de no contemplar los efectos de la cortadura, que pue-
den ser de importante consideracién para el caso de vigas gruesas. Por lo

tanto, el trabajo que se presenta en este capitulo tiene un doble propédsito:

1. El primero de ellos, basdndose en la formulacién mostrada en el Capi-
tulo 3, es el de desarrollar un modelo homogeneizado de elementos fini-
tos (EF) para el andlisis dindmico transitorio de vigas FLD, donde el
material viscoeldstico se caracteriza mediante un modelo con derivadas

fraccionarias (FD) de cinco pardmetros.

2. El segundo objetivo consiste en obtener una rigidez de flexién homoge-
neizada que tenga en cuenta los efectos de la cortadura para que pueda

ser usada en el andlisis en frecuencia de vigas FLD con capas gruesas.

En primer lugar, en la Seccién 5.2 se presenta primeramente la formulacién
EF para el anilisis transitorio de vigas FLD establecida a partir de la teo-
ria de Euler-Bernoulli. Dicha formulacién proporciona una ecuacién del
movimiento fraccionaria que se resuelve numéricamente mediante esque-
mas implicitos M-K-F y M-C-K-F, empleando la definicién de Griinwald-

Letnikov de la derivada fraccionaria. Finalmente, se muestran ejemplos
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numéricos con la determinacién de comparar la respuesta de una viga FLD
obtenida mediante un modelo 2D, con la proporcionada por el modelo
homogeneizado propuesto.

Por dltimo, en la Seccién 5.3 se desarrolla una formulacién para el
andlisis en frecuencia de vigas FLD compuestas por capas gruesas, propor-
cionando un modelo homogeneizado para la rigidez de flexién compleja que
tiene en cuenta una tensién de cortadura cuadréatica en cada capa median-
te la teoria de Reddy-Bickford (Bickford, 1982; Reddy, 1984). En las apli-
caciones numéricas, se comparan los resultados del problema de los valores
propios y la respuesta forzada proporcionados por el nuevo modelo y por el
de Oberst y Frankenfeld (1952) con la calculada mediante la técnica de los
elementos finitos. El material viscoeldstico se caracteriza por medio de un
modelo en derivadas fraccionarias de cinco pardmetros, de modo que dada
la dependencia en frecuencia de la matriz de rigidez, tanto el problema de
los valores propios como la respuesta forzada se resuelven mediante el mé-
todo iterativo y la superposicién de las funciones de contribucién modal,

respectivamente, ambos desarrollados en el Capitulo 4.

5.2 Formulacién para el analisis transitorio

A continuacién se presenta una formulacién homogeneizada para la flexién
de vigas FLD (Cortés y Elejabarrieta, en imprenta—d). En primer lugar, se
exponen las bases tedricas con las que se obtiene una ecuacién del movi-
miento fraccionaria. Después, se describen los métodos implicitos que per-
miten la integracién numeérica, haciendo uso de la definicién de Griinwald-
Letnikov de la derivada fraccionaria. En tdltimo lugar, se muestran unos

ejemplos numeéricos con la intencién de validar la formulacién propuesta.
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5.2.1 Desarrollo de la formulacién homogeneizada

Para el caso de vigas estructurales lo suficientemente largas, los materiales
se ven sometidos principalmente a tensién en la direccién longitudinal. La
formulacién se presenta para pequenas deformaciones, de modo que los
efectos de las fuerzas axiales y de los momentos flectores se encuentran
desacoplados. Para el desarrollo del modelo homogeneizado, en primer lu-
gar se considera que la tensién longitudinal se origina tnicamente por los
momentos de flexién, aunque al final se muestra el caso més general, te-
niendo en cuenta también el efecto de las fuerzas axiales.
La relacién del campo de tensiones o(z,t) con el de deformaciones
&(z,t) viene dada por
0.(z,t) = Eg,(z,t) (5.1)

para el material estructural, y por
o, (z,t) + 7P DP o (z,t) = Eye, (z,t) + E, .7 D% &, (z,1) (5.2)

para el material viscoeldstico, donde z y t son las variables espacial y tem-
poral; D) es el operador de la derivada fraccionaria; E, es el médulo de
Young del material de la capa base; y Ey, E, T, @ y [ son los pardme-
tros del modelo fraccionario del material viscoeldstico. En la Figura 5.1 se
representa una seccién de viga (a) asimétrica y (b) simétrica, donde Mj.,,
H,, M;, y H, indican el momento flector y el espesor de las capas base y
viscoeldstica, respectivamente, y la posicién del plano neutro con respecto
a la cara inferior de la capa base viene representada por H, .

Como se indica en el Capitulo 1, para el caso simétrico la posicién del

plano neutro se encuentra obviamente en el centro de la viga,

H .
H, = 76+HV, (5.3)
y para el asimétrico, esta serd considerada constante a lo largo del tiempo,

y vendrd dada por
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— EeHg +EOHV(2H6 +Hv)

: 5.4
: 2(EeH.e + EOHV) ( )

hipétesis que se verifica si el material metélico es mucho més rigido que el

viscoeldstico.
[ Material viscoeldstico 1 Capa base
AT T i — Mt,v(“’af) Mf,!'es(-""vt)
H, | —> M (st H, | |
z T
(a)
H, N —> My (nt) e /
He /! - - Mf,e(""'7t) :> ’fl ‘ ‘ _ —_— Mf,res(w7 t)
H, '\' v i — Mf)v(l',t) n e . i
~ ‘ 5 ’ S ST JL__.." Dot e RS
z X : |
(b)

Figura 5.1. Momentos internos en una viga FLD para las configuraciones (a) asimé-

trica y (b) simétrica.

Considerando que la distribucién de la deformacién es lineal en cada una
de las capas, los momentos flectores Mo (z,t) y M, (7,t) se deducen inte-
grando el momento inducido por las tensiones o,(z,t) y 0,(z,t) respecto al
plano neutro (véase algin texto sobre dindmica de sélidos, por ejemplo,

Inman (1996), Capitulo 6), para verificar

2
Mfe(mﬁt) = EeIeQ—"Ue_(Qm’t—) (55)
' Oz
y
2
(1477 D) My, (2,t) = Eol, 14 Zoo o pye 8—1’!(2””—’0, (5.6)
’ EO 81'

donde los momentos cuadréaticos de la seccién transversal de las capas elds-

tica I, y viscoeldstica I, vienen dados para el caso asimétrico por
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bH? H,Y
I = e+bHe[H ———‘-3-] 5.7
=2 - -7
y por
I —bH‘?+bH [H +&—H]2 (5.8)
\' 12 v e 2 n I *
y para el simétrico por
bH2
I, =—= 5.9
D (5.9)
y por
3
I, = bIZV f’-gl(ﬂe +H,)?, (5.10)

respectivamente. Las curvaturas de ambas capas se indican mediante
% (z,t) 8%, (z,t)
o II/'2 y 2

versales. El momento flector resultante M;,.(z,t) se obtiene al sumar las

, donde v(z,t) es el campo de desplazamientos trans-

componentes individuales, para lo que se puede aplicar el operador

(1 +7°DP ) sobre la ecuacién (5.5),

2
(1 + Tﬁ Dﬂ)Mfae(x’t) = EeIe (1 + Tﬁ Dﬂ) 9 'Ue(‘:’ t) ) (5.11)
resultando
2

(1 + TIB Dﬂ)Mf res(m’ t) = EeIe (1 + Tﬂ Dﬁ) 9 'Ue(‘;:’t)

| O (5.12)

E 0%y (z,t) )
+El, [1+=27%D%|—12~,
’ [ Ey ] oz

Para resolver la ecuacién (5.12), a continuacién se hace uso de la hipétesis
de Euler-Bernoulli, lo que implica que las dos capas presentan la misma
curvatura,
0v,(z,t) 8%, (z,t)  8%u(z,1)
oz 0z 0z

(5.13)

Entonces, la ecuacién (5.12) se transforma en
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(14 7° D) M 14 (2, 1)

8%(z, 1) (5.14)

_ Y Eoo
=|EI,(1+7°D )+EOIV[1+E—7-QD0¢] e

0

Esta ecuacién debe ser combinada con la ecuacién local del balance de la
cantidad de movimiento, integrada en la seccién transversal (véase, por

ejemplo, Inman (1996) para los detalles),

82Mf,res ((E, t)

Y b(peHo + pyH, )i(z,t) = f(3,1), (5.15)

donde (%) indica la segunda derivada con respecto el tiempo; b es la anchu-
ra de la viga; p representa la masa especifica de los materiales; y f(z,t) es
la densidad de fuerza transversal. Al aplicar el operador (1 + P DP ) sobre
la ecuacién (5.15) y diferenciando dos veces la ecuacién (5.14) respecto a la

variable espacial z, la ecuacién local fraccionaria resulta

b(peH, + poH,)(1+7° D )ii(z,t) - (1+ 7° D) f(a,t)

84'0(111, t) (516)

EOO
=|E.I,(1+7°D?) + EyI, [1+—b:—ra D"‘] =

0

Al igual que en el Capitulo 3, a continuacién se aplica sobre esta ultima
ecuacién el método de los residuos ponderados en un volumen finito de
longitud £;, lo que proporciona la siguiente ecuacién del movimiento para

el elemento finito #-ésimo,

u M, ; + Mv,z’)Dﬂ i, (f) + (M, + M, ,)ii;(t) + TﬁKe,i D’ u,(t)
+(Ey / Eg) 7K, ; DY uy(t) + (Ko ; + K, ;)u(t)

=50+ D’ E@) + [ NI (@)f(@,1)N;(2)dz (5.17)

+77 D ff Ni (2)fi(2,t)N;() da,
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donde M M

capas base y amortiguadora, respectivamente; u,(t) y F;(t) son los vecto-

ei» My, K., y K, ; son las matrices de masa y de rigidez de las
res nodales de los desplazamientos y de las fuerzas externas; N,(z) es la
matriz de las funciones de interpolacién; la integral representa la resultante
de las fuerzas distribuidas f;(z,t);y (o)T denota el operador de la trasposi-
cién.

Las matrices de masa y rigidez son las mismas que las proporcionadas
por el problema eldstico. Por ejemplo, para el elemento finito lineal que
posee como grados de libertad los desplazamientos longitudinal y transver-
sal u(t) y v(t) y la rotacién 6(t) para los nodos de los extremos 1y 2,

u,(t) = {ul (&) vy(t) 6;(2) ug(2) v(t) 92(t)}T , las matrices de masa consistente

y de rigidez son

140 0 0 7 0 0
0 156 22¢, 0 54 —13¢,

0 220, 42 0 13¢, 3£

_ alidty ,
My = 420 |70 0 0 140 0 0 (5.18)
0 54 13¢;, 0 156 —22¢,
0 —13¢, —362 0 -—220, 442
y
ELE o MG,
Iy Iy
0 12 6L, 0 -12 6,
2 2
Kk,z' e—3 9 9 ) (519)
DML, MG 0
I, I,
0  —12 —6¢, 0 12 —6¢,
0 60, 20 0  —60, 42

respectivamente, donde el subindice (v);, hace referencia a las capas eldsti-
ca y viscoeldstica, (s); = (+)s ¥ (*)y, donde E, = E;. Al ensamblar todas

las matrices y vectores, el sistema global resultante es
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(M, +M,) D7 () + (M, + M, )ii(t) + 7°K, D’ u()
+(Boo/Bo) 7K, D* u(t) + (K, + K, Ju(t) (5.20)
= F(t)+ 7° DP F(t),

donde M., M,, K, y K, son las matrices ensambladas de cada capa in-
dividual, y u(t) y F(t) son los vectores de desplazamientos y de fuerzas
nodales globales, de forma que este ltimo incluye las reacciones y la resul-
tante de las fuerzas distribuidas.

En la seccién siguiente se describen dos métodos implicitos para re-
solver numéricamente la ecuacién (5.20), basados en lo desarrollado en el
Capitulo 3.

Para finalizar, cabe sefalar que la aplicacién de la transformada de

Fourier sobre la ecuacién (5.20) proporciona

Ey + E(iwr)® 1 a(0) = Flw
Il ki) = B, 620

~w* (M, +M,) + K, +
donde #i(w) y F(w) representan la transformada de Fourier de u(t) y F(t),
lo que permite concluir que la formulacién propuesta es equivalente a la
provista por Oberst y Frankenfeld (1952) para en anélisis frecuencial de
vigas FLD donde el material viscoeldstico se caracteriza por un modelo FD
de cinco pardmetros (si la posicién de la fibra neutra se puede considerar

constante a lo largo del tiempo).

5.2.2 Integracién numérica

Para integrar numéricamente la ecuacién (5.20), a continuacién se presen-
tan dos esquemas implicitos equivalentes a los empleados en el Capitulo 3:
la formulacién M-K-F, que proporciona resultados ligeramente més preci-
sos, y la M-C-K-F, que filtra los picos pardsitos en las respuestas impulsi-

vas. Para ello, se parte de la ecuacién (5.20) en el instante ¢, ;,
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Tﬂ(Me + Mv)Dﬂ ii'n+1 + (Me + Mv)ﬁn+1 + 7-’BKe Dﬂ Upyg
+(E0°/E0)TaKv Da un+1 + (Ke + Kv)un+l (522)
=F,;; + 7 DF,,,

que debe ser resuelta para el desplazamiento u, ;. Realizando las trans-
formaciones matemdticas de acuerdo con lo desarrollado en el Capitulo 3,
la. modalidad M-K-F consiste en resolver el sistema de segundo orden si-
guiente,

Mii, ; +Ku, =F, (5.23)

donde la matriz de masa equivalente M verifica

o \B
M = (A_t) (M, +M,)+M, + M, , (5.24)

la matriz de rigidez equivalente K satisface

T \8 E (T )\
=LV k, 42Tk, +K, +K,, 5.25
() % Hplm) Kok e

y la fuerza equivalente Fn 41 viene dada por

Fn+1 n+1 +( ) Z ﬁ,1+1 n+l-j

(A ) (M +Mv)zAﬂ,]+lun+l —j

7= (5.26)
T
(A_t) K. ;Aﬂ,ﬁlunﬂ j
E T
_-E%(E) K";Aa»jﬂunﬂ—ja

donde los pardmetros A, ;1 y Ag ;41 son los coeficientes de Griinwald-
Letnikov de orden a y [, respectivamente, y At es el paso de integra-

cién. De igual manera, la ecuacién para el esquema M-C-K-F resulta
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IVII.in+1 + alzln+1 + Kun+1 = _n+1’ (5'27)

donde la matriz de masa equivalente M es la misma que la del caso ante-
rior dada por la ecuacién (5.24); la matriz K es la del sistema original,
K =K, + K, ; la matriz de amortiguamiento viscoso equivalente C se es-

cribe como
— :8 T \&
C = At i) At—(—) K. : 5.28
(At et E, \A v (5.28)

y la fuerza efectiva resultante F n41 satisface

Fop1= n+1+( ) ZAﬂ,]-H ntl—j
(A ) (M +M )ZAﬂj+lun+l -3
j=1
—(—T_) 5 " ] (5.29)
At
_E_(L)"
A

Estas expresiones son equivalentes a las deducidas en el Capitulo 3, reco-

n
u, + ZA,B,j+1un+1—- j
j=1

n

K, |u, + > Ay jr1lnri; |-
J=1

gidas en el Anexo A.

5.2.3 Aplicaciéon numérica

A continuacién se presentan dos ejemplos numéricos llevados a cabo con el
animo de comparar la respuesta transitoria proporcionada por la formula-
cién homogeneizada desarrollada durante este trabajo con la del modelo
2D de la Seccién 3.4. El primero de los ejemplos estudia la respuesta de
una viga en voladizo, representada en la Figura 5.2, ante una fuerza esca-

16m, y el segundo de ellos la respuesta impulsiva.
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/—— Capa viscoeldstica
_/ T F(t)
Capa base

Figura 5.2. Viga FLD en voladizo sometida a una carga en su extremo libre.

Se consideré la geometria correspondiente a las probetas AFLD-10-180
(véase la Tabla 2.2), de modo que para la longitud, espesor y anchura de
la capa metélica se tomé L =180mm, H, =1.95mm y b = 9.85mm , res-
pectivamente, y el espesor de la capa viscoeldstica fue H, =1.52mm .

Las propiedades de los materiales se tomaron de la caracterizacién
experimental mostrada en el Capitulo 2. Asi, el médulo de elasticidad del
acero y su densidad fueron E, =176.2x10°Pa y po = T782kg/m>. Las
propiedades del material amortiguador se eligieron a partir de los resulta-
dos del ajuste del modelo fraccionario a los datos experimentales, recogidos
en la Tabla 2.8 los médulos estdtico y asintético fueron
Ey =0.230 x 10° Pa y E, =4.000x 10° Pa, el tiempo de relajacién
T = 2.036><10"3s, los 6rdenes de derivacién fraccionaria o = 0.715 y
B =0.693, y la densidad p, = 1423kg/ m3. Para ambos materiales se con-
sideré el mismo coeficiente de Poisson, v, = v, = 0.3.

Para el modelo 2D, la discretizacién se efectué como se indica en la
Seccién 3.4, empleando en cada capa 30 x 1 elementos finitos rectangulares
bilineales, con matriz de masa consistente y matriz de rigidez con integra-
cién reducida y control de hourglassing de Kosloff y Frazier (1978). Para el
modelo 1D homogeneizado, la viga se discretizé también en 30 elementos
finitos, cuyas matrices de masa y de rigidez vienen dadas por las ecuacio-
nes (5.18) y (5.19).

En ambos ejemplos la integracién numérica se llevé a cabo mediante
el esquema de Newmark de aceleracién constante (véase la Tabla 3.2) a lo

largo de un intervalo de 0.20 s con un paso de integracién de At =10"3s.
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5.2.3.1 Respuesta a una fuerza escalén

Se consider6 una fuerza F(t) unitaria y constante, representada por la fun-
cién escalén de Heaviside, H(¢) =1 N, aplicada perpendicularmente sobre
el extremo libre de la viga en voladizo. En la Figura 5.3 se representa la
respuesta del punto de aplicacién de la carga segiin el modelo 2D y segiin
el modelo 1D homogeneizado. Ambas curvas se obtuvieron mediante la

integracién implicita M-K-F.

3]
[==]

—Modelo 2D °© Modelo 1D

Desplazamiento (10 m)
p—
(=}

1 1 1

0 0.05 0.10 0.15 0.20
Tiempo (s)

Figura 5.3. Respuesta forzada de la viga FLD obtenida mediante el modelo 2D y el 1D.

De la Figura 5.3 se desprende que ambos modelos proporcionan la misma

respuesta, tendiendo hacia una respuesta estacionaria de 11.2 mm.

5.2.3.2 Respuesta impulsiva

También se obtuvo la respuesta de la viga en voladizo originada por un
impacto caracterizado por una velocidad inicial del extremo derecho,
g = 1m/s. En la Figura 5.4 se representa el desplazamiento de dicho ex-
tremo calculado mediante el esquema M-C-K-F para los modelos 2D y 1D,
de donde también se puede concluir que la repuesta proporcionada por
ambos modelos es practicamente la misma, resaltando que, como ya se
mencioné en el Capitulo 3, el esquema M-C-K-F presenta la ventaja de
filtrar los ruidos originados por los modos de alto orden en las respuestas

impulsivas, como se puede apreciar en la Figura 3.4.
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Figura 5.4. Respuesta impulsiva de la viga FLD obtenida mediante el modelo 2D y el 1D.

5.3 Formulacién en frecuencia para vigas gruesas

En esta seccién se presenta una formulacién homogeneizada para el andlisis
en frecuencia de vigas FLD en las que se contempla el efecto de la tensién
de cortadura (Cortés y Elejabarrieta, en revisién—a). Efectivamente, el
modelo de Oberst y Frankenfeld (1952), basado en la teoria de Euler-
Bernoulli, no considera las deformaciones de cizalladura, por lo que su uso
queda restringido a vigas en las que la relacién entre la longitud y el espe-
sor es lo suficientemente grande como para despreciar tales efectos.

Para una viga compuesta por un tnico material eldstico, existen dife-
rentes teorias que tienen en cuenta las deformaciones originadas por los
esfuerzos cortantes, como la de Timoshenko (1921) o la de Bickford (1982).
Aquella supone una tensién tangencial constante en el espesor, de forma
que no verifica el equilibrio de fuerzas provisto por la teoria de la elastici-
dad, por lo que generalmente se emplea un factor de correccién. Sin em-
bargo, la teoria de de Bickford (1982) admite una distribucién cuadritica
de la tensién de cortadura, por lo que si confirma el equilibrio de fuerzas.

Independientemente, Reddy (1984) desarrollé una formulacién gene-
ralizada para placas laminadas con tensién de cortadura cuadrética en ca-
da capa, resultando ser una generalizacién de la de Bickford (1982) para

vigas homogéneas, por lo que la teoria de vigas con tensién cuadritica es
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conocida como la teorfa de Reddy-Bickford (véase el libro de Wang, Reddy
y Lee (2000) para més detalles).

A continuacién se emplea la teoria de Reddy-Bickford para el desa-
rrollo de un modelo de rigidez de flexién homogeneizada para vigas FLD
gruesas. Durante el desarrollo teérico, con el dnimo de simplificar la no-
menclatura, se considera que el médulo del material viscoeldstico E, es
real, y serd en las aplicaciones numeéricas cuando se tenga en cuenta su
cardcter complejo. En tales ejemplos numeéricos se comparan los resultados
proporcionados por el nuevo modelo con los de Oberst y Frankenfeld
(1952) y con los obtenidos mediante un modelo 2D, constatdndose que
ambos modelos homogeneizados proporcionan resultados similares en vigas
delgadas, y a medida de que el espesor de la capa viscoeldstica aumenta,

las diferencias se vuelven maés patentes.

5.3.1 Modelo homogeneizado

Bajo la hipétesis de pequenos desplazamientos y de pequefias deformacio-
nes, el campo del desplazamiento transversal v(z,t) de una viga puede ser
desacoplado en un término wy(z,t), originado por el momento flector

M;(z,t), y otro vp(z,t), debido a la fuerza transversal T'(z,t),
v(z,t) = vy(z,t) + vp(z,t) . (5.30)

El primero de los sumandos, vy(z,t), verifica la clésica relacién momento

flector-curvatura de la teoria de Euler-Bernoulli,

8*uy((z,1)

Mg (z,t) = Beq 552

, (5.31)

donde B, es la rigidez de flexién dada por el modelo de Oberst y Fran-
kenfeld (1952),
By =B, +B,=E], +E/],. (5.32)
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Respecto a la nomenclatura, los subindices (¢), y (¢), hacen referencia a
los materiales eldstico y viscoeldstico, E indica el médulo del material, e I
es el momento cuadratico respecto al plano neutro.

Considerando un estado de tensién plana, la tensién tangencial
7(z,y,t) en cualquier punto material P(z,y) de la viga viene dada por la
férmula de la cortadura (véase, por ejemplo, el Capitulo 10 de Megson

(1996) u otro texto sobre mecdnica de materiales para mas detalles),

_ QW) e, |
7(z,9,t) = Bl T(z,t), (5.33)

donde las variables z e y indican las direcciones axial y transversal de la

viga, y Q(y) viene dado por
Qy) = fs,yE(y)dS’, (5.34)

de modo que S’ representa el 4rea de la seccién transversal que se encuen-
tra mds alld del punto P(z,y), y E(y) es el médulo de elasticidad, que
puede variar en funcién de la capa considerada. La variable y de la ecua-
cién (5.34) tiene por origen el plano neutro, de modo que su distancia H,
a la parte inferior de la capa base viene dada por las ecuaciones (5.3) y
(5.4) para las configuraciones asimétrica y simétrica, respectivamente.

Segun la teoria de Reddy-Bickford, la tensién se puede representar en
cada capa por polinomios de segundo orden, de manera que, en virtud de
las ecuaciones (5.33) y (5.34), la tensién de cortadura es continua en las
intercaras y su méximo valor se alcanza en el plano neutro.

La relacién vp(z,t) — T'(z,t) se obtiene igualando el trabajo realizado
por la fuerza transversal a la energia de deformacién almacenada en un

tramo de longitud dz,

1 1 p (3t
5 T(@t) dup(a,t) = 2[ fs —C;(T)dS]da:, (5.35)
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donde S representa el drea de la seccién transversal completa, y G el mé-
dulo de rigidez transversal. Haciendo uso de (5.33), la ecuacién anterior

resulta

BvT(:I: ) _ 71 [ QW) (5.36)
S

G(y)B2, b2
la cual se puede escribir también como
T(w,t) = K, ‘9"’7(’9—(‘”’” , (5.37)
x

donde Keq representa la rigidez transversal de la seccién, que depende de
la, geometria y de las propiedades de los materiales. Esta rigidez transver-

sal se puede descomponer segin

1 1 1
=—t—, 5.38
eq Ke " Kv ( )
donde K, y K, cumplen
1 B a2
rARe fSeS(y) ds, (5.39)
y
1 EZ T2
ray J, 5@ as,, (5.40)

respectivamente. Para el caso asimétrico, estas integrales resultan

1 E% (A, +He(
K, 4(;,333q

6 (102 — 157, +6)
SGOHo (1 +nM) (14 3(r, — 1))

H2 —2) dy
(5.41)
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K, B 4Gvaq -H,+H,
_6M2T* (1012 — 407, — 257, T + 16T2 + 50T + 40)
- 2
5G,bH, (1+n M) (14 3(r, —1)?)

2 _
1 Evb f H +H,+H, ((He n HV _ Hn)2 _ y2 )2 d'y

(5.42)

)

donde M =E,/E,, T=H,/H,, r,=2H,/H, y n=1,/1,, de modo
que los momentos cuadréticos I, y I, vienen dados por las ecuaciones
(5.7) vy (5.8), respectivamente. Para el caso simétrico, los coeficientes de

rigidez transversal K, y K, satisfacen

2 +H, /2
Ke 4G€Beq —He/2 5GebHe (1 + 7'IM)
y
1 E% H,/2+H, )
= Y X2 2 _.2\4q
K, 4GvBe2q fHe/Z ((He/2+Hv) ) ) Y
(5.44)

12027 (16T° + 2577 +10)
"~ 5G,bH, (14 M)

)

respectivamente, donde, para este caso, los momentos cuadraticos I, y I,
vienen dados por las ecuaciones (5.9) y (5.10).

A partir de estas ecuaciones, se deduce que si la viga se compusiera
de un unico material, la ecuacién (5.33) se transformaria en la conocida

ecuacién

ayt) = ST(w,1), (5.45)

donde S indica el momento de primer orden del drea que se encuentra
més allé del punto P(z,y), y las ecuaciones (5.38)-(5.44) proporcionarfan
la expresién cldsica para la rigidez de secciones rectangulares (véase, por
ejemplo, el Capitulo 13 de Megson (1996) u otro texto sobre mecénica de

materiales para més detalles)

= (5.46)
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donde S es el drea total de la seccién transversal.

También es remarcable que para el caso particular en el que la base
de la viga FLD se elabore con una capa metslica delgada en relacién a la
polimérica, el término 1/ K, puede ser despreciable en relacién a 1/ K, .

Considerando las deformaciones debidas a la cortadura, la ecuacién

de campo para las vibraciones libres de flexién viene dada por la ecuacién
de Timoshenko (1921)

B, 8*v(z,t) _ By 8*v(z, 1) + 0%v(z,t) 0
pr 8z K, 01%0t ot?

, (5.47)

donde p, = b(p. H, + p,H,) es la densidad lineal de la viga. La solucién de
esta ecuacién depende de las condiciones de contorno, y en el Anexo E se
resuelve para una viga simplemente apoyada. Para este caso, se busca una
rigidez de flexién homogeneizada By que satisfaga la ecuacién de Euler-
Bernoulli
By 8*u(z,t) 4 8%u(z, t) ~0
pe 0z! ot ’

(5.48)

en la cual se consideren los efectos de la cortadura. Dicha rigidez homoge-

neizada By verifica

B
By = e (5.49)

(Vi+ 7@ +otw))

donde la funcién ¢(w), dependiente de la frecuencia w, viene dada por

w,/p,B,
ENPeq (5.50)

2K,

pw) =

De estas dos ecuaciones se puede deducir que si la rigidez K., tiende al
infinito, es decir, si las deformaciones de cortadura son despreciables, la
funcién ¢(w) tiende a cero y la rigidez de flexién equivalente By tiende al

resultado cldsico dado por B .
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Asimismo, también se puede apreciar que sendos valores estéticos,
para w = 0, son también los mismos. En efecto, el criterio de equivalencia
establecido por la ecuacién (5.48) es un criterio dindmico, por lo que el
modelo que se ha desarrollado no es capaz de considerar las deformaciones

originadas por la cizalladura en los casos estaticos.

5.3.2 Aplicacién numérica

Para validar el modelo desarrollado, se llevé a cabo un estudio por elemen-
tos finitos con el propésito de comparar sus resultados con los de un mode-
lo 2D, el cual contemple las deformaciones de cortadura, y las inercias de
extensién y de rotacién. También se obtuvo la solucién empleando el mo-
delo de Oberst y Frankenfeld (1952), con la determinacién de analizar la
influencia del espesor de la capa viscoeldstica en ambos modelos.

Se consideré una viga en voladizo de longitud L = 120mm, anchura
b = 10mm , espesor de la capa base H, = 2mm, y tres espesores diferentes
para la capa viscoeldstica: H, =2, 6 y 10mm. Se emplearon las mismas
propiedades de los materiales que los de la Seccién 5.2.3, es decir, el mate-
rial de la base fue acero y el de la capa viscoeldstica se caracterizé median-
te el médulo complejo E':, dado por el modelo FD de cinco pardmetros.
Asi, el médulo de Young del acero y su densidad fueron
E,=176.2x10°Pa y p, = 7782 kg/m®. Para el material viscoeldstico, los
moédulos  estdtico 'y asintético  fueron  Ey = 0.230 X 10° Pa. y
E,, = 4.000 x 10° Pa , el tiempo de relajacién 7 = 2.036 x 10735 , los érde-
nes de derivacién fraccionaria a=0.715 y [ =0.693, y la densidad
p, =1423kg/m>. Para ambos materiales se tomé el mismo coeficiente de
Poisson, v, =v, =0.3.

El modelo 2D consistié en una discretizacién en elementos finitos rec-
tangulares bilineales con hipétesis de tensién plana, con matriz de masa
consistente y matriz de rigidez con integracién reducida y control de hour-
glassing de Kosloff y Frazier (1978), recogidas en el Anexo B. Se emplea-

ron 4 elementos finitos en el espesor de cada capa para asegurar una evo-
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lucién de la tensién de cortadura, y 60 elementos en la longitud (véase la
Figura 5.5) para asegurar suficiente precisién en los tres primeros modos
de vibracién. Este modelo 2D es capaz de reproducir el comportamiento
dindmico de la viga en voladizo considerando deformaciones de extensién y

de cortadura, e inercias transversales, de extensién y de rotacién.

[ Capa base Capa viscoeldstica

Figura 5.5. Modelo 2D para la viga FLD en voladizo.

Los modelos 1D de viga homogeneizada se construyeron con las matrices

de masa y rigidez de flexién cldsicas,

156 220, 54 —13¢,
| 220, 4% 130, —3¢2
M, = 25 7 z o (5.51)

420| 54 130, 156 —22¢,

—-13¢, -3¢% —22¢, 4¢?

y
12 6L, -12 6L,
pl|66; 46 —60; 203

=2 52
60, 202 —60, 4L

donde ¢ ; es la longitud del elemento finito ¢-ésimo. La rigidez de flexién B
viene dada segin Oberst y Frankenfeld (1952) por B = B:q , ecuacién
(5.32) para el modelo de viga delgada; y segin B = B;{ , ecuacién (5.49),
para el modelo de viga gruesa desarrollado en este trabajo. En ambos casos
se considera el cardcter complejo del material viscoeldstico, y las vigas se

discretizaron en 60 elementos finitos en toda su longitud.
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5.3.2.1 Extraccién de los valores propios

El problema no lineal de los valores propios complejos viene dado por
(~AM+K ()¢ =0, (553)

donde )\: y & son el valor y el vector propios complejos del modo 7
ésimo, respectivamente, M es la matriz de masa y K es la matriz de rigi-
dez compleja dependiente de la frecuencia. La frecuencia natural w, es la

parte real de la raiz cuadrada del autovector complejo,

w, = Re(\/—/\_f ) (5.54)

lo que introduce la no linealidad en la ecuacién (5.53). Haciendo uso del
método iterativo desarrollado en la Seccién 4.3.1, se calcularon los tres
primeros autovalores )\: , a partir de los cuales se obtuvieron sus respecti-

vos factor de pérdida 7, y frecuencia natural w, segun la ecuacién

N o=wi(l+in,), (5.55)

los cuales son mostrados en la Tabla 5.1 para los tres espesores analizados.

Respecto a la frecuencia natural w,, en la Tabla 5.1 se ve que los
resultados son similares con los tres modelos para el caso de la viga mds
delgada, y las diferencias entre los diferentes modelos se vuelven més pa-
tentes cuanto mayor es el espesor de la capa viscoeldstica. Las diferencias
més importantes se alcanzan en el tercer modo: en efecto, a medida que la
frecuencia aumenta, los efectos de la cortadura adquieren mayor relevan-
cia, disminuyendo la rigidez y, consecuentemente, disminuyendo asimismo
las frecuencias propias. Al considerar los resultados del tercer modo para
H, =6mm, el modelo de viga delgada se desvia un 8.4% respecto al mo-
delo 2D, mientras que el modelo de viga gruesa lo hace solamente en un

2.1%. Esta mejora se manifiesta con mayor evidencia para el caso de la
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viga més gruesa, H, =10mm: las diferencias disminuyen desde un 38%

hasta el 5.5% al pasar del modelo de viga delgada al de gruesa.

Tabla 5.1

Resultados modales de la viga FLD para tres espesores: H, =2, 6 y 10mm

Modelo 2D

Modelo de viga delgada
resultado (% error)

Modelo de viga gruesa

resultado (% error)

Espesor de la capa viscoeldstica H, = 2mm

w, (10%rad/s) 0.6676 0.6678 (<0.1) 0.6677 (<0.1)
wy (10% rad/s) 4.3421 4.3517 (0.2) 4.3455 (<0.1)
ws (103 rad/s) 12.244 12.307 (0.5) 12.256 (<0.1)
m 0.0742 0.0743 (0.1) 0.0743 (0.1)
7 0.0415 0.0418 (0.6) 0.0417 (0.4)
- 0.0263 0.0267 (1.4) 0.0265 (0.8)
Espesor de la capa viscoeldstica H, = 6 mm
w, (103 rad/s) 1.0133 1.0195 (0.6) 1.0157 (0.2)
wy (103 rad/s) 6.9697 7.2341 (3.8) 7.0753 (1.5)
wy (10% rad/s) 19.178 20.787 (8.4) 19.587 (2.1)
m 0.2910 0.2911 (<0.1) 0.2919 (0.3)
T 0.1158 0.1153 (-0.4) 0.1180 (0.2)
s 0.0713 0.0712 (-0.1) 0.0757 (6.1)
Espesor de la capa viscoeldstica H, = 10mm
w, (10%rad/s) 1.6570 1.6899 (2.0) 1.6693 (0.7)
wy (10%rad/s) 10.538 11.766 (12) 11.009 (4.5)
ws (10* rad/s) 27.083 33.723 (38) 28.563 (5.5)
m 0.2830 0.2803 (-1.0) 0.2851 (0.7)
T 0.1107 0.1051 (-5.0) 0.1159 (4.7)
s 0.0722 0.0670 (-7.2) 0.0837 (16)

En referencia al factor de perdida modal 7,, en la Tabla 5.1 se puede
apreciar que los resultados de los tres modelos para la viga més delgada,
H, =2mm, son pricticamente los mismos, aunque el modelo de viga
gruesa los mejora ligeramente. Para las otras dos vigas mds gruesas,
H,=6mm y H, =10mm, se puede remarcar que el modelo de viga del-
gada proporciona valores menores que el modelo 2D, mientras que los del
modelo de viga gruesa son mayores. Este hecho se debe a que el amorti-

guamiento del material depende de la frecuencia, y como las frecuencias
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naturales para los modelos de viga delgada y gruesa son tan dispares entre
si, este pardmetro no puede ser comparado directamente. En su lugar, a
continuacién se comparan las amplitudes de los picos de resonancia de la

respuesta forzada.

5.3.2.2 Funcidén de respuesta en frecuencia

Seguidamente se muestra el anilisis realizado concerniente a la respuesta
forzada de la viga en voladizo, sobre la que actda una fuerza arménica uni-
taria en el extremo libre, F(t) = 1x ¢ N . El sistema matricial viene dado

por

(~wPM + K ()| U = F, (5.56)

donde F~ y UZ son los vectores de la amplitud compleja de las fuerzas y
de los desplazamientos, respectivamente. La dependencia en frecuencia de
la matriz de rigidez compleja K" implica que no se puede emplear el mé-
todo de la superposicién modal. En su lugar, la respuesta se obtuvo me-
diante el método de la superposicién de las funciones de contribucién mo-
dal (MCF), presentado en el Capitulo 4.

La Figura 5.6 muestra la respuesta en frecuencia del extremo libre
superponiendo todas las MCF, hasta 2.5 kHz, con una resolucién de 25 Hz.
Esta banda de frecuencias permite considerar como minimo dos modos en
todos los casos. Las curvas, en escala logaritmica, se encuentran normali-
zadas respecto a la respuesta estédtica: 0.48, 0.40 y 0.26 mm/N para los
casos (a), (b) y (c) respectivamente.

En la Figura 5.6(a) se puede apreciar que las tres curvas son préacti-
camente iguales, lo que implica que los tres modelos proporcionan la mis-
ma solucién cuando el espesor de la capa viscoeldstica es pequeno es rela-
cién a la longitud de la viga. No obstante, en las frecuencias mds altas se
comienza a discernir cémo la curva relativa al modelo de Oberst y Fran-

kenfeld (1952) se desplaza ligeramente hacia la derecha, puesto que la cor-
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tadura va adquiriendo mayor protagonismo a medida que la frecuencia

aumenta.

10 —, I T . .
—Modelo 2D + 1D delgada © 1D gruesa

log(Médulo normalizado)

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
Frecuencia (kHz)

(a)

1
10 . : . .
—Modelo 2D + 1D delgada © 1D gruesa

log(Médulo normalizado)

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
Frecuencia (kHz)

(b)

—

—Modelo 2D + 1D delgada © 1D gruesa

—
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—
(e}
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—
oI
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log(Médulo normalizado)
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()

Figura 5.6. Médulo de la FRF del extremo libre de la viga en voladizo para tres

espesores de capa amortiguadora: (a) H, = 2mm, (b) H, =6mm y (c) H, =10mm.
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Sin embargo, la Figura 5.6(b) y la Figura 5.6(c) muestran un desplaza-
miento hacia la derecha de las curvas de los modelos 1D homogeneizados,
principalmente para el segundo pico de resonancia. En efecto, en las cerca-
nfas de la primera frecuencia de resonancia, apenas se disciernen diferen-
cias para las tres curvas, pero si en las del segundo modo. Este hecho estd
directamente relacionado con la sobrestimacién de las frecuencias natura-
les, como se remarcé en la Tabla 5.1. Las diferencias se vuelven més paten-
tes cuanto mayor es el espesor de la capa viscoeldstica, principalmente pa-
ra el modelo de viga delgada.

En lo correspondiente a la amplitud de los picos de resonancia, no se
constatan importantes diferencias. A partir del anilisis numérico de las
curvas se deduce que los errores mds importantes aparecen en el segundo
modo del caso (c). En efecto, el modelo de viga delgada proporciona un
méximo un 3.4% més bajo que el del modelo 2D, mientras que el modelo

de viga gruesa no presenta ninguna desviacién.

5.4 Conclusiones

En este capitulo se han presentado dos formulaciones homogeneizadas para
el andlisis dindmico de vigas FLD.

La primera de las formulaciones, aceptada para su publicacién en la
revista Computational Mechanics (Cortés y Elejabarrieta, en imprenta—d),
ha sido concebida para el andlisis transitorio de vigas FLD en las que el
material viscoeldstico se caracteriza mediante un modelo fraccionario de
cinco pardmetros. Se aplica el método de los elementos finitos sobre la
ecuacién de campo proporcionando una ecuacién del movimiento fracciona-
ria compuesta por matrices de masa y de rigidez cldsicas. Se hace uso de la
definicién de Griinwald-Letnikov de la derivada fraccionaria para poder
integrar numéricamente la ecuacién del movimiento, conduciendo a dos
esquemas implicitos M-K-F y M-C-K-F, andlogos a los desarrollados en el
Capitulo 3. Esta formulacién se ha aplicado al estudio de la reépuesta di-

ndmica transitoria de una viga FLD en voladizo, sometida por un lado a
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una fuerza escalén, y por otro lado a una velocidad inicial en el extremo
libre de la misma. En el primero de los ejemplos numéricos se ha empleado
el esquema M-K-F, y para el segundo, el M-C-K-F, ya que este tltimo es-
quema es capaz de filtrar los ruidos introducidos por los modos de alto
orden, ruidos que son habituales en las respuestas impulsivas.

La segunda formulacién homogeneizada (Cortés y Elejabarrieta, en
revisién—a), permite el anglisis frecuencial de vigas FLD compuestas por
capas gruesas, en las que las deformaciones debidas a los esfuerzos trans-
versales pueden no ser despreciables. Se ha deducido un modelo homoge-
neizado de rigidez de flexién para la viga simplemente apoyada a partir de
una tensién de cortadura cuadratica usando la teoria de Reddy-Bickford.
Como ejemplo numeérico, se ha estudiado el comportamiento dindmico de
una viga en voladizo con tres espesores diferentes haciendo uso de la técni-
ca de los elementos finitos. Debido a la dependencia en frecuencia de la
matriz de rigidez, los valores propios y la respuesta en frecuencia se obtu-
vieron por sendos métodos presentados en el Capitulo 4. De los resultados
numéricos se puede concluir que el modelo cldsico de Oberst y Frankenfeld
(1952) es aplicable en un amplio rango de frecuencias y para un abanico
considerable de espesores de la capa viscoeldstica. No obstante, se ha podi-
do constatar que el modelo desarrollado durante la presente tesis para vi-
gas cortas mejora sustancialmente el Oberst y Frankenfeld (1952) en lo
relativo a las frecuencias propias, y por lo tanto, también en lo relativo a
la respuesta en frecuencia. Cabe sefalar que aunque el modelo se deduce
para una viga simplemente apoyada, se puede emplear para vigas en vola-
dizo. Los resultados del modelo desarrollado podrian ser mejorados si ade-
méds de las deformaciones debidas a la cortadura, también se contemplase
la inercia rotacional.

Concluyendo, las formulaciones homogeneizadas propuestas permiten
reproducir la respuesta dindmica de vigas FLD, bien para el andlisis tem-
poral de vigas delgadas contemplando modelos fraccionarios, bien para el
anélisis de vigas gruesas en el dominio de la frecuencia, reduciendo asi con-

siderablemente los esfuerzos computacionales.
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Conclusiones

En esta memoria de tesis se ha presentado el estudio llevado a cabo en
relacién a la reduccién de la vibracién estructural mediante técnicas de
amortiguacién pasiva, més concretamente mediante recubrimientos viscoe-
lasticos. Generalmente, estos recubrimientos se realizan con materiales po-
liméricos, cuyas propiedades mecédnicas son dependientes de la frecuencia
de excitacién. Por un lado, esta dependencia en frecuencia implica que la
caracterizacién experimental del material sea mds laboriosa, y por otro
lado, entrana una dificultad afiadida a la hora de emplear técnicas de si-
mulacién, por ejemplo, mediante el método de los elementos finitos.

A partir de la revisién de la literatura, se ha podido constatar que en
la actualidad las ecuaciones constitutivas con derivadas fraccionarias son
las més eficientes a la hora de reproducir el comportamiento dindmico de
los polimeros, tanto en el dominio del tiempo como en el de la frecuencia.
Por lo tanto, durante la presente investigacién, se ha prestado especial
atencién al desarrollo de métodos numéricos que faciliten la aplicacién de
dichas ecuaciones en modelos estructurales de elementos finitos.

Mientras que las conclusiones particulares de cada capitulo se han
presentado al final de los mismos, a continuacién se enuncian las aporta-
ciones principales que se derivan del trabajo desarrollado. Para finalizar, se
sugiere un conjunto de lineas futuras de investigacién que se abren como

fruto del trabajo realizado hasta el momento.

Andlisis dindmico de sistemas estructurales con amortiguamiento viscoeldstico

Fernando Cortés Martinez, Departamento de Ingenieria Mecdnica, Mondragon Unibertsitatea
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6.1 Aportaciones mds relevantes

A continuacién, se detallan las aportaciones mds significativas derivadas de
la investigacién desarrollada respecto a las técnicas de andlisis de la reduc-
cién de la vibracién estructural por medio de tratamientos superficiales
viscoeldsticos. Haciendo referencia al andlisis de la revisién bibliogréfica, y
en consecuencia a los objetivos de la tesis, las aportaciones de este trabajo
se enmarcan dentro de: (I) las técnicas experimentales de caracterizacién
de materiales viscoeldsticos; (II) los modelos de comportamiento de mate-
rial; (1II) los métodos numeéricos para el andlisis por elementos finitos de la
respuesta transitoria de sistemas estructurales conteniendo modelos frac-
cionarios; los métodos aproximados para (IV) el problema de los valores
propios complejos y (V) para la respuesta en frecuencia de sistemas con
amortiguamiento variable en frecuencia; y la homogenizacién de vigas con
tratamiento FLD (VI) incluyendo modelos fraccionarios y (VII) consideran-

do las deformaciones originadas por la cortadura.

1. Respecto al procedimiento experimental descrito en el Capitulo 2, se ha
presentado una técnica para extraer el médulo complejo de materiales
poliméricos a partir de probetas FLD. En dicha técnica, se propone
sustituir el uso de la respuesta forzada en la que se basa la norma
ASTM E 756-04, por el de la respuesta sismica obtenida mediante la
excitacién de la base. Con dicha modificacién de la norma se evita em-
plear transductores de fuerza sin contacto, simplificando asi la cadena
de medida. Este trabajo ha sido aceptado para su publicacién en la re-

vista Materials & Design (Cortés y Elejabarrieta, en imprenta—a).

2. También en el Capitulo 2, relativo a la caracterizacién de materiales
viscoeldsticos, se ha presentado una funcién de relajacién que reproduce
el comportamiento detectado en algunos materiales compuestos cuyo

moédulo de almacenamiento permanece constante en frecuencia mientras
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que el factor de pérdida presenta el pico caracteristico de los materiales
viscoeldsticos. Se ha proporcionado un sentido fisico a los pardmetros
de este modelo, que ha sido validado mediante el ajuste a resultados
experimentales de probetas de hormigén polimero. Este trabajo ha sido
aceptado para su publicacién en la revista International Journal of So-

lids and Structures (Cortés y Elejabarrieta, en imprenta—b).

En el Capitulo 3 se ha presentado una formulacién de elementos finitos
para el andlisis dindmico transitorio de sistemas estructurales en los
que se incluyen modelos fraccionarios. A diferencia de la de Padovan
(1987), con esta formulacién se evita evaluar y almacenar en cada paso
de integracién el estado tensional, de modo que los recursos computa-
cionales se reducen considerablemente. Esta trabajo ha sido aceptado
para su publicacién en la revista International Journal for Numerical

Methods in Engineering (Cortés y Elejabarrieta, en imprenta—c).

Respecto a la extraccién de autovalores y autovectores en sistemas es-
tructurales con tratamiento viscoeldstico, en el Capitulo 4 se han pre-
sentado un conjunto de métodos aproximados que, partiendo del siste-
ma sin amortiguar, permiten estimar la solucién compleja haciendo uso
de las derivadas de los autovectores. Por un lado, se ha obtenido un
método que resuelve de forma sencilla los sistemas con amortiguamien-
to no clasico. Por otro lado, se ha logrado un algoritmo iterativo que
aproxima eficientemente la solucién del problema con amortiguamiento
variable en frecuencia. Los métodos desarrollados para sistemas de pri-
mer orden con matriz de amortiguamiento estructural han sido publi-
cados en la revista Journal of Sound and Vibration (Cortés y Elejaba-
rrieta, 2006a), y lo generados para sistemas de segundo orden con ma-
triz de amortiguamiento viscoso, en Computer Methods in Applied Me-
chanics and Engineering (Cortés y Elejabarrieta, 2006b). Un resumen
de estos trabajos fue presentado en el Congreso de Métodos Numéricos

en Ingenierfa 2005 (Cortés y Elejabarrieta, 2005b) y en el XVII Congrés
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Frangais de Mécanique (Cortés y Elejabarrieta, 2005c), que tuvieron

lugar en Granada y en Troyes, respectivamente.

El método de la superposicién de las funciones de contribucién modal,
que se ha presentado en el Capitulo 4, permite obtener la respuesta en
frecuencia de sistemas con amortiguamiento variable. En efecto, este
tipo de sistemas pierden el cardcter autoadjunto, por lo que no se pue-
de emplear la superposicién modal, si no que se utilizan métodos direc-
tos para determinar su respuesta en frecuencia. Por lo tanto, el método
desarrollado, que fue presentado en Paris en la 6th European Conferen-
ce on Structural Dynamics (Cortés y Elejabarrieta, 2005a), recupera la
informacién sobre la participacién de los modos de vibracién en la res-

puesta total del sistema.

Las técnicas de homogenizacién en sistemas compuestos por diferentes
materiales simplifican el andlisis y permiten reducir considerablemente
los costos de computacién. En este sentido, en el Capitulo 5 se ha pre-
sentado una formulacién homogeneizada para vigas con recubrimiento
viscoeldstico, desarrollada para el andlisis dindmico transitorio contem-
plando modelos constitutivos con derivadas fraccionarias. Este trabajo
ha sido aceptado para su publicacién en la revista Computational Me-

chanics (Cortés y Elejabarrieta, en imprenta—d).

‘Por dltimo, también referente a la homogenizacién de vigas con trata-

miento viscoeldstico del Capitulo 5, se ha presentado una formulacién
para vigas gruesas en las que se incluyen las deformaciones ocasionadas
por la cortadura. Aunque se ha podido verificar que la formulacién de
Oberst y Frankenfeld (1952) posee un amplio rango de aplicacién, la
formulacién propuesta, recogida en el trabajo enviado a la revista
Journal of Applied Mechanics (Cortés y Elejabarrieta, en revisién—a),
mejora sustancialmente los resultados en aquellos casos en los que la

cortadura adquiere un protagonismo relevante.




LINEAS FUTURAS 175

Por dltimo, aunque ha quedado excluido de la presente memoria, durante
el periodo de formacién para la obtencién de la suficiencia investigadora se
realizé el anilisis de las vibraciones longitudinales de una barra amorti-
guada. De este anilisis, se extrajeron nuevos resultados que facilitan la
comprensién del comportamiento de los sistemas amortiguados. La primera
parte de este trabajo, relativo a las frecuencias naturales y a las funciones
modales complejas, ha sido publicada en la revista International Journal of
Mechanical Sciences (Cortés y Elejabarrieta, 2006¢c), y la segunda parte,
haciendo referencia a la respuesta en frecuencia, se encuentra en revisién
en la misma revista (Cortés y Elejabarrieta, en revisién—b) en el instante

del depésito de la presente memoria de tesis.

6.2 Lineas futuras

Para finalizar, se debe remarcar que a medida que se ha avanzado en la
investigacién, han ido quedado abiertos temas que pueden ser abordados

en trabajos futuros, los cuales se exponen a continuacién.

1. En lo referente a la técnica experimental, el movimiento sismico de la
base de las probetas se logré gracias a un excitador electrodindmico.
Debido a resonancias inherentes al propio excitador, el rango de fre-
cuencias de ensayo ttiles fue limitado. Por lo tanto, es conveniente
comprobar si emplazando las probetas sobre un soporte debidamente
guiado, cuyo movimiento sfsmico sea provocado por el excitador, se lo-

gra filtrar los eventuales ruidos que se inducen.

2. El ajuste del modelo fraccionario de cinco pardmetros llevado a cabo
sobre las medidas experimentales del material ensayado, no reproduce
con precisién los resultados de su médulo complejo. Se sugiere compro-
bar si un modelo fraccionario con mds pardmetros es capaz de reprodu-

cir con mayor exactitud los resultados experimentales.
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3. El modelo hereditario desarrollado para materiales con médulo de al-

macenamiento constante consta de tres pardmetros. Se propone el ans-
lisis de modelos con mayor nimero de pardmetros, con el fin de presen-
tar mayor flexibilidad a la hora de ajustarse a eventuales resultados

experimentales.

En la formulacién de elementos finitos para el anélisis dindmico transi-
torio de sistemas estructurales en los que se incluyen modelos fracciona-
rios, se ha empleado la definicién de Griinwald-Letnikov, también lla-
mado método G1, para la integracién numérica. Se propone comprobar
la eficiencia de otros métodos en la formulacién propuesta, como el G2,

u otros de los revisados.

En relacién a los métodos desarrollados para la extraccién de los valo-
res propios, se propone llevar a cabo una variante para el caso de sis-
temas con autovalores repetidos. Asimismo, seria interesante realizar
un andlisis sobre la precisién de los métodos en funcién de las propie-
dades del sistema, como estudiar el efecto de la segunda derivada de los

autovectores sobre la efectividad de los métodos.

En cuanto a la formulacién homogeneizada para el andlisis dindmico
transitorio de vigas FLD usando operadores fraccionarios, esta se puede
comparada con la de Galucio et 4l. (2004) para vigas CLD en las que el

espesor de la capa de confinamiento tienda a acero.

Relativo a la otra de las formulaciones homogeneizadas, la referente a
vigas FLD con capas gruesas para el anélisis en frecuencia, se propone
desarrollar un modelo vélido para la respuesta dindmica transitoria con
operadores fraccionarios, aunque sélo si las frecuencias de interés son lo
suficientemente altas como para que dicho estudio se vea justificado, ya
que se ha podido comprobar que el modelo de viga delgada proporciona

una precisién aceptable en un amplio ancho de banda. Asimismo, se
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propone una investigacién sobre un modelo que tenga en cuenta las

inercias rotacionales.

Por 1ltimo, cabe destacar que todos los algoritmos propuestos se han im-
plementado en un entorno de elementos finitos programado en Matlab, lo
que presenta serias limitaciones. Para que dichos métodos puedan ser em-
pleados en aplicaciones practicas aprovechando todos los recursos que ofre-
cen los programas de elementos finitos comerciales, en la actualidad se estd
llevando a cabo un proyecto dirigido por la Dra. Marfa Jesus Elejabarrieta,
directora asimismo de la presente tesis, en el que se estdn programando los

algoritmos desarrollados en el entorno de ABAQUS.







A
Formulas del Capitulo 3

En este Anexo se resumen las ecuaciones obtenidas en la formulacién de
elementos finitos desarrollada en el Capitulo 3 para el anilisis dindmico
transitorio de sistemas estructurales con un tratamiento superficial viscoe-
léstico, en los que la ecuacién constitutiva del material amortiguador viene

dada por el modelo fraccionario de cinco pardmetros
o(t) + 77 DP o(t) = Eye(t) + E v D* e(t) (A1)

donde D indica el operador de la derivada fraccionaria; a y [ son los
6rdenes de derivacién, de modo que 0 < 8 < a <1; E, representa el mé-
dulo estético; E,, indica el médulo asintético si S =a;y 7 es el tiempo

de relajacién. La ecuacién de movimiento fraccionaria satisface

(M, + M, )D? ii(t) + (M, + M, )ii(t)
+7°K, DP u(t) + (Eoo/Bo) 7°K, D u(t) (A2)
+(K, + K, )u(t) = Ft) + 7° D’ F(t),

donde M y K indican las matrices de masa y de rigidez; los subindices
(*)e ¥ (), hacen referencia al material eldstico y al viscoeldstico, respecti-
vamente; y ii(¢), u(t) y F(t) son los vectores de aceleraciones, desplaza-
mientos y fuerzas nodales.

La aplicacién de la definicién de Griinwald—Letnikov de la derivada
fraccionaria sobre la ecuacién (A.2) permite desarrollar un esquema de in-
tegracién directa explicito que conduce a la resolucién de un sistema de
segundo orden del tipo M-K-F, y otros dos implicitos: uno de ellos conlle-

va también un sistema M-K-F y el otro, deriva en uno del tipo M-C-K-
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F, cuyas matrices y vector de fuerzas equivalentes se recogen en la Tabla

Al

Tabla A.1
Matrices y vector de fuerzas equivalentes para el sistema Mii(t) + Cu(t) + Ku(t) = F(t)

Método explicito M-K-F

M = M, + M,
K = K, +K,
_ g n=1 n—1
F, = ( ) ZAﬁ,J+1 n—j ( ) (M +M )ZAﬂJ+lun—]
J=
T n—1 n—1
(A_t) Ke Z Aﬂ,]+l w,_; — ( ) Z a,j+1Un—j
J=0 j=0
Método implicito M—K—F
M = 1+( ) M, +M
() o+
= T \8 E ([ T\®
K = —) K, +—=[—] K K K
(=) e+E0(A) , +K, +K,
Fn+1 = Fn+1 +( At ) ZA,B,]+1 n+l—j = ( ) (M +M )Z A,B,J+1un+1-]
j=0 j=1
_('T_) K ZAﬁ,J+lun+l j Em( ) ZACY,J"'lu“'H—J
At ) At =
Método implicito M-C-K-F
M = 1+( )
e
— «
C = At K, + At Ze (T) K
(At) Ey\At) Y
K = K, +K,
Fn+l = 'n+1 +( ) ZAﬂ,]+l n+l—j ( ) (M +M )ZAﬂ,J+lun+l—]
j=1
T )'6 E T \® LU
—-{—] K u, +2Aﬁ,'+lun+l—-']_—ﬂ(—) KV u +ZA0, j+1%n41—j
(At N = 7| Ep \At a !

En esta tabla, At representa el paso de integracién, y los pardmetros
Ay j+1 Y Agjy1 son los coeficientes de Griinwald—Letnikov de orden o y

[, respectivamente.




Matrices de los elementos

finitos de los modelos 2D

En los ejemplos numéricos de los capitulos tercero, cuarto y quinto se ha
hecho uso de un modelo 2D en tensién plana para una viga en voladizo. A
continuacién se muestra la formulacién que permite obtener las matrices
de masa, de amortiguamiento viscoso y de rigidez de los elementos finitos
empleados. Para més detalles sobre el método de los elementos finitos,
constiltese, por ejemplo, los libros de Bathe (1996), de Hughes (2000) o de
Zienkiewicz y Taylor (2004).

A continuacién se considera un elemento finito rectangular de cuatro

nodos, de dimensiones a X b, representado en la Figura B.1(a).

n
(’lal) (1:1)
Y o u s o " 4 3
5 4 N ® ®
ar - v 37 .
b U P(f,ﬂ) é_
PT%
U A Y2 A
Uy U
1 2”7
a ® 'y
1
(171) (1)
(a) (b)

Figura B.1. Elemento finito rectangular de cuatro nodos (a) original y (b) padre.

El vector de los desplazamientos up de cualquier punto P perteneciente a

dicho elemento finito se descompone en sus componentes u y v, tal que
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up =[u T, (B.1)

donde (o)T es el operador de la trasposicién. Dichos desplazamiento se in-
terpolan a partir de los desplazamientos de los nodos i—ésimos u; y v;.
Para ello, se émplea la formulacién isoparamétrica, lo que significa que las
funciones de interpolacién para los desplazamientos son las mismas que
con las que se interpola la geometria del elemento finito. Asi, utilizando las
coordenadas naturales o intrinsecas (&,7), que permiten definir la geome-
tria del elemento padre representado en la Figura B.1(b), las funciones de

interpolacién bilineales N, vienen dadas por

N, = 3+ 681 + ), ®2)

donde & y m; son las coordenadas naturales del nodo #-ésimo. Entonces,

la aproximacién del desplazamiento up satisface
up = Nu, (B.3)
donde N es la matriz de las funciones de interpolacién, dada por

N, O N O N;j 0 N, O

N = , B4
0 Ny O Ny 0O N3 0 Ny (B-4)

y u representa el vector de los desplazamientos nodales
u=[u v U v uz vz U Y ]T . (B.5)

La matriz de masa consistente M, se puede obtener a partir de la energfa

cinética del elemento finito, tal que

M, =1t f f NTpNdS, (B.6)
S
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donde t y S indican el espesor y el drea del elemento finito, y p es la den-
sidad del material. Como el elemento finito es rectangular, la integral do-

ble de la ecuacién (B.6) se resuelve con sencillez, resultando

4 0 01 0 20
2 01 0 2
0 2 010
_ pabt 40201 61
¢ 36 4 0 2 0| '
4 0 2
4 0
4

Para el esquema de integracién directa explicito se ha empleado la matriz
de masa concentrada M, que al ser diagonal, simplifica los cédlculos. Esta
se obtiene considerando el desacoplamiento de la matriz, concentrando to-

da la masa en la diagonal principal de la misma, proporcionando
1
Ml = Zpabt][ y (B8)

donde I representa la matriz identidad.
La matriz de rigidez se puede obtener a partir de la energia de defor-

macién del elemento finito, satisfaciendo

K = thfBTDBdS, (B.9)

donde la matriz D representa la matriz de elasticidad del material, que
relaciona las tensiones originadas por las fuerzas eldsticas o, con las de-

formaciones €,
o, = De, (B.10)

que para un estado de tensién plana, esta viene dada por
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1 v 0
FE
D= 1 0 |, B.11
1—1/21/ ( )
0 0 1—-v
2

de modo que E'y v son el médulo de elasticidad y el coeficiente de Pois-
son, respectivamente.
La matriz B de la ecuacién (B.9) es la que relaciona las deformaciones
e con los desplazamientos u,
e = Bu, (B.12)
tal que

9
oz
B=|0 —|N. (B.13)
9
0y

La integral de la ecuacién (B.9) suele ser resuelta mediante integracién
numérica. La técnica mds sencilla es la integracién reducida, suponiendo
que el integrando toma un valor constante, el evaluado en el centroide del
elemento finito. Este tipo de integracién puede originar problemas de
hourglassing, término con el que se conoce el caso de una energia de de-
formacién nula si el centroide coincide con un punto material que no se
deforma. Para solventar esta contrariedad, en los modelos utilizados en
este trabajo se ha incluido el control de hourglassing de Kosloff y Frazier

(1978), de modo que la integral de rigidez resulta

Et kl k2

=m g x| (B.14)

" K

donde
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31-w)+ 2774 %) 371 +v) 31-v)- 24— 1) ~3y(1-3v)
3 (1 —v)+24 -0 3y(1-3 -3y - 2407
= (1 —-v)+24~07) 7(. 21/) 2 (. ‘V)+2( +v°) (B.15)
31-v)+2r°(4~v") -3v(1+wv)
31— ) + 24 — V%)
y
—31-v)-29*2+ 1) —-3v(1+w) —31-v)+ 2922+ 1?) 3v(1-3v)
—3(1-v)-22+ 12 —3¢(1-3 3721 —v) — 24 — 1
K, = Y (1 —v) =22 +v7) 7(.2'/.) 2 y (1 - v) =2 '), (B.16)
=31 -v) - 2" +v°) 3(1+v)
-3y31-v)- 22+ %)
donde « es la relacién de aspecto, definida como
vy=b/a. (B.17)

La matriz de amortiguamiento viscoso C se puede obtener a partir de la
energia de disipacién,

c=t[[B"VBdS, (B.18)
S

donde V representa la matriz que relaciona las tensiones originadas por

las fuerzas viscosas o, con la velocidad de deformacién €,
o, = Vg, (B.19)

que para el caso de un estado plano de tensiones, dada la similitud entre

las ecuaciones (B.10) y (B.19), esta matriz viene dada por

1 v 0
c
V= v 1 0 |, B.20
.7 1 (B.20)
0 o L=V
2

donde c representa la viscosidad del material. Si por el contrario el mate-
rial se caracteriza mediante un modelo de amortiguamiento no viscoso, la

matriz de amortiguamiento G(s) en el dominio de Laplace satisface
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G(s) =t [[ B"V(9)BdS, (B.21)
S

donde ahora, la matriz V(s) no es constante, si no que se representa por

medio de
1 v 0
V=31, 1 o |, (B.22)
1—v
0 0 1—-v

donde §(s) es la transformada de Laplace de la funcién de amortiguamien-

to, que para el caso del modelo exponencial, satisface

, (B.23)

donde 7 indica el tiempo de relajacién.




Algoritmos para el problema

de los valores propios en

sistemas de primer orden

En las seis tablas que se muestran a continuacién se recogen los algoritmos
que se han descrito en el Capitulo 4 para resolver de forma aproximada el
problema de los valores propios en sistemas con matriz de amortiguamien-
to estructural. Se incluyen las versiones en un tnico paso, incremental e
iterativa, esta dltima para sistemas con matriz de amortiguamiento estruc-
tural dependiente de la frecuencia. Los métodos se diferencian entre los que
emplean las derivadas de Fox y Kapoor (1968) y las de Nelson (1976).

En dichos algoritmos, n indica el orden de las matrices del sistema, 7
es el indice del modo que se estd analizando, 7,4, €l nimero méaximo de
modos bajo estudio, y el subindice (¢), hace referencia a las propiedades
modales del problema resuelto sin amortiguamiento.

En los algoritmos relacionados con las derivadas de Fox y Kapoor
(1968), m denota el nimero de modos que contiene la base modal truncada
& . Si se emplease la base modal completa ® , entonces m = n .

En la versién incremental, el numero de incrementos a efectuar es
dméx » ¥ €l Indice que indica el incremento actual viene dado por ¢q.

Del mismo modo, para los esquemas iterativos, el indice de cada ite-
racién viene dado por j, y se propone que el proceso de cdlculo concluya si
se alcanza un méximo ndmero de iteraciones j,,, o si se logra un error

£ se

r,; inferior a la tolerancia de convergencia adecuada tol. Este error ¢,

¥
ha definido mediante la expresién

l
i
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(C.1)

con la finalidad de que los autovalores complejos converjan tanto en su

parte real como en la imaginaria.

Tabla C.1

Algoritmo del método simple empleando las derivadas de Fox y Kapoor

1. Resolver el problema no amortiguado (—\M + K)dy = 0, donde ¢0TM¢D =1.
2. Para r:=1 hasta r,,, hacer:
3. Calcular f, 5 = —Hd, 4.
4. Construir el vector ¢, de dimensién m <n tal que:
para k:=1 hasta m hacer:
o,
si k= r entonces c,.(k):=0.
5. Calcular A(b,* = i®yc, .
6. Obtener ¢, := ¢y + Ady .
¢
JoT™ae,
8. Obtener /\,* = d):TK*d):.
9. Fin.

si k= r entonces c,(k) =

7. Normalizar d): =
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Tabla C.2

Algoritmo del método incremental empleando las derivadas de Fox y Kapoor

1. Resolver el problema no amortiguado (—\M + K)dy = 0, donde d){,r Mdy =1.

1

2. Calcular h™ : = iH.

Qmax
3. Para ¢:=1 hasta gq_ 4, hacer:

4. Para r:=1 hasta 7, hacer:
5. Caleular ., :=—h"dy,_;.
6. Construir el vector c:’q de dimensién m < n tal que:

para k:=1 hasta m hacer:
*T f*
. * k,g—11r,
si k=r entonces ¢, (k):=— L
kg—1 ’\r,q—l
. *
si k=r entonces c, (k)=0.
. * — *
7. Memorizar Ad,, =¥} ¢, , .
8. Para r:=1 hasta 7, hacer:
* *
9. Obtener ¢, ; = ¢, o + Ay,
*
¢7',q
*T *
Vrg Moy

11. Obtener )x:,q = d),*,;r (K + qh*)d):,q .

10. Normalizar (’p;q =

12. Fin.
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Tabla C.3

ANEXO C

Algoritmo del método iterativo empleando las derivadas de Fox y Kapoor

1. Resolver el sistema no amortiguado (—/\OM +K, + Kf,(O))cbO =0, con d)OTM¢0 =1.

2. Inicializar j:=1.

3. Para r:=1 hasta r,,, hacer:
4. Repetir:

5. Obtener la frecuencia natural w,.;_; = R)e(,/)\,tj_l ) .
6. Calcular AK', ;=K (w, ;1) — K;(0).

7. Caleular £ ; = ~AK; _1dy0-

8. Construir el vector c:yj de dimensién m < n tal que:

para k:=1 hasta m hacer:

*
si k=7 entonces c, j(k) = m— ,
' A0 = Arp
si k= r entonces c:,j (k)=0.
9. Calcular A(b:, j= $0c:,j.
10. Obtener d):,j =0+ Ad): e
Py

*T ¥
Vb, My ;

* * * *
12. Obtener X, ; =&, K (w,;_1)dy; .

11. Normalizar (b:’ j=

13. Estimar el error ¢,

,,j €incrementar j:=j+1.

Hasta que ¢, ; <tol 0 §> jpux-

14. Fin.
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Tabla C.4

Algoritmo del método simple empleando las derivadas de Nelson

1. Resolver el problema no amortiguado (—AM + K)dy = 0, donde ch;r Mdy =1.
2. Para 7 :=1 hasta 7,4, hacer:
3. Calcular AN, = ¢, Hd, g
4. Calcular £, == ~(~AANM+H)d, .
. Obtener D, := -\ (M +K.
. Encontrar en ¢, la posicién k-ésima del elemento de mayor valor absoluto.

5
6
7. Construir f)r haciendo 0 la fila y columna k—¢simas de D, , y 1 su diagonal.
8. Construir f. haciendo 0 el elemento k-ésimo de f, .

9

. Resolver v, del sistema de ecuaciones lineales D, v, = f..
10. Calcular c, = —d),r.l:OMv,..

11. Calcular Acb: =i(v, +¢,d.0)-
12. Obtener ¢ = ¢ + Ad; .

. * ¢*
13. Normalizar ¢, = ——.
V™™,
14. Obtener A == ¢, "K', .
15. Fin.
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Tabla C.5

Algoritmo del método incremental empleando las derivadas de Nelson

1. Resolver el problema no amortiguado (—\M + K)d¢y =0, donde G Mdy = 1.
1

2. Calcular h* : =——iH.
Amax
3. Para ¢:=1 hasta g4, hacer:
4. Para r:=1 hasta r,,, hacer:

5. Caleular AN, ;= dro i h’ dryy.

6. Calcular f:’q = —(—A/\:,q_lM + h*)d).: -1
7. Calcular D:,q = —/\:q_lM +K+(¢g— l)h* .
8. Encontrar la posicién k-ésima del término de mayor valor absoluto del

vector @, -
*

9. Construir f)t,q poniendo 0 en la fila y columna k-ésimas de D, g,

y 1 en el término de la diagonal.
10. Construir ET o haciendo 0 el elemento k-ésimo de f: Q-

* . . . =%  * —=*
11. Resolver v, , del sistema de ecuaciones lineales D, ;v

TqVrg T g
12. Calcular c:’q = —d),tg‘,le:,q.
. * *

13. Memorizar Ady, =V, + ¢, oy g1
14. Para r:=1 hasta 7, hacer:

15. Obtener ¢, = & 1 +Ady, .

P

Jor e,

17. Obtener ’\:.q = d),’.k,;r (K + qh*)d),f"q )

16. Normalizar ¢y, :=

18. Fin.
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Tabla C.6

Algoritmo del método iterativo empleando las derivadas de Nelson

1. Resolver el sistema no amortiguado (—/\(,M +K. + K?,(O))(bo =0, donde d)t;r Mgy =1.
2. Inicializar j:=1.
3. Para r =1 hasta 7,4, hacer:
4. Encontrar la posicién késima del elemento de mayor valor absoluto del
vector ¢, .

5. Repetir:

6. Obtener la frecuencia natural w, ;_; = RE(,//\:J_I ) .
7. Calcular AK*r,j_l =K, (Wyj-1) = K, (0).

8. Calcular Ax\:,j_l = ¢,'.1:o AK:,j-—l Pro-

9. Calcular f:, = —(—A)\:,j_lM + AK:,j—-l)d)r,O .

10. Calcular D:’j =-AoM+K, + Ki(w,.,j_]).

.o . L *

11. Construir D, ; poniendo 0 en la fila y columna k-ésimas de D,.;,
y 1 en el término de la diagonal.

12. Construir ft ; haciendo 0 el elemento k-ésimo de f:’ e

* —%

* . . . _¥
13. Resolver v, ; del sistema de ecuaciones lineales D, ;v, ; =1f ;.

14. Calcular c:.:j = —d);I:OMv:,j.
15. Calcular Ady; = Vy.; + 6, jdrg-
16. Obtener ¢:,]- =0 + Ad);:j.

P '
Vs My ;
18. Obtener A, = d, 1 K (w,;_1)dy; -

19. Calcular el error ¢

17. Normalizar d):,j =

»j € incrementar j:=j+1.
Hasta que ¢, ; <tol 0 j> jipy-

20. Fin.




Algoritmos para el problema

de los valores propios en

sistemas de segundo orden

En las tablas de este Anexo se muestran los algoritmos presentados en el
Capitulo 4 para aproximar los valores y vectores propios complejos en sis-
temas con matriz de amortiguamiento viscoso. Se incluyen las versiones en
un tnico paso, incremental e iterativa, esta ultima para el caso de amorti-
guamiento no viscoso. Los métodos se diferencian entre los que utilizan las
derivadas AFK y FAN.

De forma anéloga al anexo anterior, n indica el orden de las matrices
del sistema, 7 es el indice del modo que se estd analizando, 7,4, €l ntimero
maximo de modos bajo estudio, y el subindice (), hace referencia a las
propiedades modales del problema resuelto sin amortiguamiento.

En los algoritmos relacionados con las derivadas AFK, m indica el
nimero de modos que contiene la base modal truncada ®. Si se emplea la
base modal completa ®, entonces m =n.

En la versién incremental, el numero de incrementos a efectuar es
Gmax » Y €l Indice que indica el incremento actual es ¢.

Asimismo, para los esquemas iterativos, el indice de cada iteracién
viene dado por j, y se propone que el proceso de calculo concluya si se
alcanza un méaximo nimero de iteraciones j 4, 0 si se logra un error ¢,

7]

inferior a la tolerancia de convergencia adecuada tol. Este error ¢, ; se de-

fine mediante la expresién
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~ R,e(s = 8 )Im(s = 8y )
T r,j—1 T r,j—1

e a J 071 J j

Re (sr, ]-_1) Im (sr’ j_l)

T,J ’ (D'l)

con el fin de que los autovalores complejos converjan tanto en su parte real
como en la imaginaria.

Tabla D.1
Algoritmo del método simple empleando las derivadas AFK

1. Resolver el problema no amortiguado (ng + K) ug = 0, donde ug‘MuO =1.

‘2. Para r:=1 hasta n,,, hacer:

2n T
S, -0 uk Of u 0
4. Calcular Au, = — ul Cu,.o)u,. — e A W,
7 7,0 7,0 | %70 2 k,0
. 51,0 k=1 #5k,0 51,0 ~ Sk,0
k=1

|
3. Calcular £, :== —s,oCu, .
5. Obtener u, :=u, 5 + Au,. |
6. Obtener s, con las ecuaciones (4.50)—(4.53). i

\

v 7. Normalizar u, segin la ecuacién (4.15).
b 8. Fin.

Tabla D.2

Algoritmo del método incremental empleando las derivadas AFK

1. Resolver el problema no amortiguado (ng + K) ug = 0, donde ugMuO =1.

2. Calcular AC: =—1—C, (

Gmax
3. Para ¢:=1 hasta g4, hacer:
4. Para r:=1 hasta 4, hacer:

5. Calcular f, , == —51-’q__1Acur,q—-1'

T
(u,,,q_lAC u, . ) u

6. Memorizar Au, = —

7,g—1
437',(]—1 !
2n T
1 T Srg-1 Uy q—lfr,qur g—1
_ 4 (u,.’q_lAC u,.’q_1>ur’q_1 — Z 2 ) i B uk,q_] .
Srg—1 k=1 *Skg—1 Srg-1 " Skg-1
k=1
7. Para r:=1 hasta 7, hacer:
8. Obtener u,, =1, ,; +Au,,.
9. Obtener s, , con las ecuaciones (4.50)—(4.53) donde

H
Crg =y, (QAC) U, .
10. Normalizar u, , con la ecuacién (4.15).
11. Fin.
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Tabla D.3

Algoritmo del método iterativo empleando las derivadas AFK

199

1. Resolver el problema no amortiguado (ng + K) uy; = 0, donde ugMuO =1.

2. Inicializar j:=1.
3. Para r =1 hasta 7, hacer:
4. Repetir
5. Calcular C:’j_l = (:‘r(s,,,j_]).

6. Calcular f, ; == —51-,00:,]'—1111-,0-
1 T 2n
7. Caleular Au, ; = ———(u,. oCy ju,.o)u,ro - Z
" dspot 0 T 4
k=1
8. Obtener u, ; :=u, 7+ Au, ;.
9. Obtener s, ; seglin las ecuaciones (4.50)—(4.53).

10. Normalizar u, ; con la ecuacién (4.15).

11. Estimar el error ¢

rj € incrementar j:= j+1.

Hasta que €, ; <tol 0 j > jiya-
12. Fin.

T
$r0 Ugof U0 a

2850 1,0 — Sk

£0 -

Tabla D.4
Algoritmo del método simple empleando las derivadas FAN

1. Resolver el problema no amortiguado (ng + K) uy =0, donde ugMuo =1.

2. Para r:=1 hasta n,,, hacer:

3. Calcular As, o= —%uEOCu,.’O.
. Calcular f, := —s, (245, (M +C)u, .
. Obtener D,. = s,z.’OM +K.

7

. Construir £ haciendo 0 el elemento k—ésimo de f,. .

© 0 N O Ot

. Resolver b, del sistema de ecuaciones lineales D, b, = ..

10. Calcular d, = —ug:OMb,. - Zl—u;fo (2As,,’0M + C)u,.’o .
S,

11. Calcular Au, :==b, +d,u, .
12. Obtener u, :=u,  + Au,..
13. Obtener s, con las ecuaciones (4.50)—(4.53).

14. Normalizar u, con la ecuacién (4.15).

15. Fin.

. Construir f),. haciendo 0 la fila y columna k-ésimas de D,., y 1 la diagonal.

. Encontrar en u, la posicién k-ésima del elemento de mayor valor absoluto.
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Tabla D.5

Algoritmo del método incremental empleando las derivadas FAN

1. Resolver el problema no amortiguado (ng + K) uy = 0, donde ugMuO =1.

2. Calcular AC:=——C.

1

ANEXO D

max

3. Para ¢q:=1 hasta g4, hacer:

18. Fin.

14. Para r:=1 hasta 7,

4. Para r:=1 hasta 7, hacer:

1
_— u;{‘q_lAC u,

5. Calcular As, g = 5

'»q_l :

q-—1

6. Calcular f, = —s, ., [2As,‘,q_lM + {1 + ]AC] W,

S,,v,q_l
7. Obtener f),.’q = sfyq_lM +8,9-1(¢ —)AC +K.
8. Encontrar la posicién k-ésima del elemento de mayor valor absoluto

del vector u, 4 ;.

9. Construir l_),.,q poniendo 0 en la fila y columna k-ésimas de D, g,

y 1 en el término de la diagonal.
10. Construir f.,q haciendo 0 el elemento k-ésimo de f,. .

11. Resolver b,., del sistema de ecuaciones lineales ]_),.,qb,.,q = fr'q

12. Calcular d,‘,q = —_._.1_

231."1_1

+ (As,‘,q_lM + %AC) ur,q—l )] .
13. Memorizar Au, , = b, +d.u

g1 [(28rg1M + (¢ = 1)AC) b,

T,q—1"*
max hacer:

15. Obtener u,., :
16. Obtener s, , con las ecuaciones (4.50)~(4.53) donde

=Uu,,; +Au,,.

Crg = uffl,q (¢AC)u, .

17. Normalizar u, , con la ecuacién (4.15).

q
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Tabla D.6

Algoritmo del método iterativo empleando las derivadas FAN

1. Resolver el problema no amortiguado (ng + K) uy =0, donde ugMuy =1.

2. Para r:=1 hasta 7,4, hacer:
3. Calcular D, =7 )M +K.
4. Encontrar la posicién k-ésima del elemento de mayor valor absoluto de u, .
5. Construir D, haciendo 0 la fila y columna k-ésimas de D, , y 1 la diagonal.
6. Inicializar j:=1.
7. Repetir
8. Calcular C:‘j_l = G(s,.;1)-

9. Calcular As, ;= _1

QP 2
' 10. Calcular f,. ; == —s, (2Asr, M+ C:’ -1 ) u,.-

T *
uT’OC,.’j_lur’O .

11. Construir f,.’j haciendo 0 el elemento k-ésimo de f,. ;.
12. Resolver b,. ; del sistema l_)r,jb,,.’j = E.J.
13. Calcular

T 1 T ;
g 1= oMby = o (285,4M + Cp i1 Jurg-
r’

14. Calcular Au, ; :=b, ; +d, ju,q.
15. Obtener u, ; :=1u,g + Au, ;.
16. Obtener s, ; con las ecuaciones (4.50)—(4.53).

17. Normalizar u, ; segin la ecuacién (4.15).

18. Calcular el error ¢,

rj € incrementar j:=j+1.

Hasta que &, ; <t0l 0 j> jip-

19. Fin.




Rigidez de flexion

homogeneizada

En este Anexo se obtiene la rigidez de flexién equivalente para la formula-
cién homogeneizada de vigas FLD con capas gruesas desarrollada en el
Capitulo 5, en la que las deformaciones provocadas por la cortadura ho son
despreciables. El objetivo de este anilisis es deducir una rigidez de flexién
homogeneizada By en la que se contemplen los efectos de la cortadura, y

que satisfaga al mismo tiempo la hipétesis de Euler—Bernoulli

8%u(z,t)

By 522 = M;(z,), (E.1)

por lo tanto, verifique la ecuacién de campo

d*u(z, t)

v(z,t)
oz =0

ot

82
BK + Pe ) (E2)

donde z y ¢ son las variables espacial y temporal; M¢(z,t) y v(z,t) repre-
sentan los campos del momento flector y del desplazamiento transversal; y
p, es la densidad lineal de la viga.

Primeramente se obtiene la ecuacién de campo teniendo en cuenta las
deformaciones ocasionadas por la cortadura. Para ello, se debe partir de la
ecuacién del balance del momento lineal sobre un tramo de viga de longi-
tud dz,

OT(z,t)  8%(z,t)
o pe ot

, (E3)
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y de la del balance del momento angular despreciando la inercia rotacional

de la seccién transversal,

OM(;—S:,IS) + T(z,t)=0, (E.4)
donde T'(z,t) representa el campo de la fuerza transversal.

Bajo la hipétesis de pequenios desplazamientos y de pequenas defor-
maciones, a continuacién se considera el caso en el que los efectos produci-
dos por el momento flector y por la fuerza transversal pueden ser desaco-
plados. Esta situacién se da en vigas isétropas, o en vigas ortétropas en l{xs
que las direcciones de los planos de ortotropia coinciden con las direcciones
principales de inercia de la seccién transversal. Entonces, el campo del

desplazamiento trasversal se puede descomponer como se indica,
v(z,t) = vy(z,t) + vp(a,t), (E.5)

donde los subindices (¢)y; ¥ (¢)r hacen referencia a los desplazamientos
producidos individualmente por el momento flector y por la fuerza trans-
versal, respectivamente. El desplazamiento wy(z,t) originado por el mo-

mento flector verifica la hipétesis de Euler—Bernoulli,

82'”M (z,¢)

eq 811)2 = Mf(wa t) ’ (EG)

donde Beq es la rigidez de flexién equivalente de la seccién, dada por la

ecuacién (5.32). El desplazamiento vy(z,t) causado por la fuerza transver-

sal se relaciona con esta por medio de la ecuacién

" %5%2  T(s,1), (E.7)

donde K., representa la rigidez transversal equivalente, analizada en el

Capitulo 5 y dada por las ecuaciones (5.38)—(5.40).
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A continuacién se resuelve el sistema de cinco ecuaciones (E.3)—(E.7)
con cinco incégnitas v(z,t), vy(z,t), vp(z,t), Mi(z,t) y T(z,t). Para ello,

se diferencia la ecuacién (E.3) dos veces respecto a la variable espacial z,

O°T(z,t) _  9M(a,2)

, ES
s ostor =8
una vez la ecuacién (E.4),
?M(z,t)  OT(x,t)
t) 02t E.9
dz? Oz (E9)
cuatro veces la ecuacién (E.5),
d*u(z,t) 0wy (a,t) N g (z,t) (E.10)
ozt oz ozt .
dos veces la ecuacién (E.6),
641)M("1;’ t) — 62Mf(ma t) E
Beq . (E.11)
y tres veces la ecuacién (E.7),
d*vp(z,t)  8°T(z,t)
Koq o aal (E.12)

Combinando estas ultimas cinco ecuaciones, se obtiene la siguiente ecua-

cién de campo descrita en términos del desplazamiento transversal v(z,t),

B,, 8 B,, 8 ?
o O U(i,t) By 0 '02(:1:, ? 8 v(ﬂg,t) —0, (E.13)
Pe oz Keq 0z°0t ot

también conocida como la ecuacién de Timoshenko (1921) para vigas grue-

sas, donde se ha despreciado la inercia rotacional de la seccién transversal.
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Para obtener la rigidez a flexién homogeneizada By , primeramente se
resuelve el campo del momento flector M;(z,t) en funcién del desplaza-
miento transversal v(z,t) combinando las ecuaciones (E.5), (E.6), (E.7) y
(E.9), para dar

2 B 2
My(z,) = B, LUBY PP OE) (E.14)

dz? K, ot

que junto a (E.2), resulta

0%v(z,t)  ByBeq 8'v(z,t)

o2 Keq oz

M¢(z,t) = Beq ) (E.15)

y junto a la hipétesis de Euler—Bernoulli de la ecuacién (E.1), finalmente

se obtiene
8%(z, 1) _3 8%v(z,t) _ BgB, o*u(z, t)-

dz? g2 Keq oz

By

(E.16)

A diferencia del caso particular en el que la rigidez transversal K, tienda

a infinito, con lo que By = B

eq s 1a solucién general de la ecuacién (E.16)

es funcién del propio desplazamiento transversal v(z,t), o sea, de las con-
diciones de contorno. Considerando la separabilidad de variables para el
caso particular de las vibraciones libres de una viga apoyada en sus dos
extremos, la expansién modal del desplazamiento v(z,t) implica que este

se puede desarrollar en una serie biarménica tal que

o0

v(z,t) =Y  A.sin(\z)sin(w,t — ¢,), (E.17)

r=1

donde A, es la amplitud del modo mésimo, ¢, es el desfase, w, es la fre-
cuencia natural y . el nimero de onda. Estos dos iltimos pardmetros

estdn relacionados mediante la ecuacién
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w, = AZ\[% , (E.18)

Asi, para una frecuencia w cualquiera, la ecuacién (E.16) se transforma en

wB,y /B
By =Beq__e‘l_u,

(E.19)
Koq
de donde finalmente se despeja Bk para obtener
B
By = — (E.20)

T+ 9@ + o)

donde la funcién ¢(w), dependiente de la frecuencia w , viene dada por

[0:B
ENPeTeq (E.21)

2K,

p(w) =
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