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Abstract

The continuous improvement that exists in the economy, leads to generate new processes,
new products or new concepts. Thanks to the continuous improvement mentioned before, the
manufacturing industry has developed new materials that provide competitive advantages like
more resistance and less weight. The use of new materials involves additional problems in
the manufacturing process since unexpected problems can occur and produce defective parts.
The roll forming process has the same problems and in order to improve it the European
project RFExpert emerged, where different aspects of the improvement of the process were
developed. One of those aspects is the dimensional measurement by means of the artificial

vision inside the roll forming machine while the profiles are being manufactured.

The profiles have surfaces to be measured at different heights, these heights may be very
high but all of them must be correctly viewed, to measure them a camera with a wide depth
of field (area where the image is in focus) and a laser light are needed. The laser light provides
the information to triangulate and get the points in three dimensions. The increase of the
depth of field is achieved using Scheimplug cameras that have the sensor plane, tilted relative

to the plane of the lens.

The Scheimpflug camera with laser system must be calibrated in order to obtain measure-
ments in metric units. The traditional mathematical camera models do not consider the tilt
of the sensor. The results obtained developing a new camera model adapted to the Scheimp-
flug cameras with a specific calibration process, could be better than using a classic camera

model.

For the mathematical modeling of the Scheimplug cameras has been developed a model
that considers the tilt angels that exist in this type of cameras considering two degrees of
freedom based on the classic pin-hole model. In addition, the distortion model that has been
implemented considers the radial and the thin prism models. The election of the calibration
pattern is important because in the Scheimplug cameras the focus area is wedge shaped, so
the calibration pattern cannot be wider than the width of the focus area because the points
falling out of that focus area will be unfocused. Therefore, a specific calibration pattern has

been designed.

Previous to proceed to calibrate the laser plane, the peak of the laser light must be accu-
rately detected. Surfaces that tends to be specular create brightness and possible saturations
of the pixels. An algorithm for the detection of the peak of the laser line has been develo-
ped based on a Gaussian approximation adapted to work properly when there are saturated

pixels.

To calibrate the laser plane, the camera must be calibrated and the intrinsic parameters
must be known. All the length of the laser plane is on focus so the calibration object must

be easy to move inside the laser plane, giving the necessary points to achieve the calibration.



A calibration method has been developed based on the normal vector and the minimization

of the reprojection error in the laser plane.

The results have been obtained in simulation and using a traditional camera with an adap-
ter to add approximately an angle of 6° relative to the lens plane. The simulation results
show that the new Scheimpflug model is equivalent to the pin-hole model when the angle is
lower than 6° When the value of the angle increases, the reprojection error in the new model
remains constant while in the pin-hole model increases almost exponentially. The measu-
rements obtained with the Scheimflug camera have been compared with the measurements
obtained with a coordinate measurement machine. Obtaining differences less than three hun-
dredths in some special parts designed to measure the height and eight hundredths measuring

in real profiles.



Resumen

La mejora continua existente en todos los sectores de la economia actual, lleva a generar
nuevos procesos, nuevos productos o nuevos conceptos. La industria manufacturera no difiere
en este sentido y en los ultimos anos se han desarrollado nuevos materiales que aportan
ventajas competitiva siendo maés ligeros y més resistentes. La utilizacién de nuevos materiales
implica problemas afiadidos en el proceso de fabricacién ya que pueden ocurrir problemas no
previstos y producir piezas defectuosas. En el proceso de perfilado ocurren estos problemas y
con el objetivo de mejorar el proceso de perfilado surgié el proyecto europeo RFExpert, en el
que se tratan diferentes aspectos para la mejora de este proceso. Uno de ellos es la medicion
dimensional mediante vision artificial de los perfiles dentro de la perfiladora, verificando la
calidad dimensional de los perfiles segiin se estan fabricando. Los perfiles tienen superficies o
distancias a medir a diferentes alturas que se han de ver correctamente. Para poder medir se
necesita una camara con una amplia profundidad de campo (4area en la que la imagen esta
enfocada) y un foco de luz laser. La luz laser aporta la informaciéon necesaria para poder
triangular y obtener los puntos en tres dimensiones. Ampliar la profundidad de campo se
consigue con las cAmaras Scheimpflug que tienen el plano del sensor, donde se crea la imagen
en las camaras digitales, inclinado con respecto al plano de la lente.

El sistema camara Scheimpflug con laser ha de ser calibrado para poder obtener las me-
diciones realizadas en unidades métricas. Los modelos matematicos de camara tradicionales
no contemplan la inclinacién del sensor. Elaborando un modelo de cdmara adaptado a las
camaras Scheimplug y un proceso de calibracion especifico, se pueden mejorar los resultados
obtenidos con un modelo clasico. A su vez con un método que facilite la adquisicién de puntos

a lo largo de todo el plano laser se pueden obtener buenos resultados.

Para el modelado matemético de las caAmaras Scheimpflug se ha elaborado un modelo que
contempla los dngulos de desviacién que existen en este tipo de cAmaras teniendo en cuenta
dos grados de libertad basado en el modelo clésico pin-hole. Ademés el modelo de distorsiones
que se ha implementado tiene en cuenta las distorsiones radiales y de prisma. La eleccion del
patrén de calibracion en las cdmaras Scheimpflug es muy importante ya que en éstas el area
de enfoque tiene forma de cufia, con lo cual no se puede utilizar un patron de calibracion
plano més ancho que esta cunia ya que los puntos que estén fuera estan desenfocados. Se han

analizado los diferentes patrones de calibraciéon y se ha disenado uno especifico.

Previo a la calibracién del plano laser, se ha de detectar correctamente el pico de la linea
laser. La observacion de objetos que tienden a ser especulares genera brillos y posibles satu-
raciones de los pixeles perdiendo informacion. Se ha desarrollado un algoritmo de deteccion
de las lineas laser basado en la aproximacion Gaussiana, adaptado para calcular con precision

el centro de la linea aun cuando ésta tiene algin pixel saturado.

Para calibrar el plano laser primero se ha de calibrar la cAmara y calcular sus pardmetros

intrinsecos. Al estar toda la longitud del plano laser enfocada se necesita un objeto de cali-



bracién que sea facil de mover dentro del plano laser, aportando suficientes puntos de control
para llevar a cabo la calibraciéon. Se ha desarrollado un método de calibraciéon basado en el

vector normal del plano y la minimizacién de los errores de reproyecciéon en el plano laser.

Se han obtenido resultados tanto en simulacién como con una camara tradicional que se
ha adaptado para anadirle aproximadamente un angulo de 6° con respecto al plano de la
lente. Los resultado de simulacién muestran que el nuevo modelo Scheimplug es equivalente
al modelo pin-hole cuando el angulo de desviacién del sensor es menor que 6°. Cuando este
angulo se incrementa, los errores de reproyeccién en el nuevo modelo se mantienen constantes,
mientras que en el modelo pin-hole se incrementa el error significativamente, casi exponen-
cialmente. Las mediciones obtenidos con la cdmara Scheimpflug se han comparado con las
medidas realizadas por una maquina de mediciéon por coordenadas. Logrando diferencias de
tres centésimas con unas piezas especiales para medir la altura y de ocho centésimas en

perfiles reales fabricados con nuevos materiales.



Laburpena

Gaur egungo ekonomia-sektore guztietan existitzen den etengabeko hobekuntzak, prozesu,
produktu edota kontzeptu berrietara eramaten gaituzte lehiakorrak jarraitzen izateko. Fa-
brikazio industrian berdina gertatzen da eta azken urte hauetan material berriak sortu dira.
Material berri hauek abantailak eskaintzen dituzte arinagoak eta gogorragoak direlako baina
arazoak ere ekartzen dituzte fabrikazio prozesu ohietan material berriak sartzerakoan arazo

berriak etor litezke eta akatsak dituen piezak sortu.

Profilaketa prozesuan arazo horiek gertatzen dira eta prozesu hau hobetzeko helburuare-
kin RFExpert proiektu europarra agertu zen, non profilaketaren hainbat aspektu ikertzen
diren hauek hobetzeko. Hauetako aspektu bat bisio artifizialaren bidez fabrikatzen ari den
profila neurtu ahal izatea da. Profiletan altuera ezberdinetan dauden zonaldeak neurtu behar
dira, altuera hau oso handia izan liteke eta azalera guztiak oso ondo ikusi behar dira neur-
tu ahal izateko. Horretarako kamerak eremu sakonera (area non irudia enfokatuta dago)
handia eduki behar du eta laser argi izpi bat. Laser izpiak triangelaketa egiteko behar den
informazioa ahalbidetzen du eta puntuak hiru dimentsiotan lortzen dira. Eremu sakonera
handitzeko Scheimpflug kamerak erabili dira, kamera hauetan sentsorea (irudia sortzen den
tokia) lentearekiko inklinatuta dago.

Scheimpflug kamera eta laser izpiak sortzen duten sistema kalibratu beharra dago neurke-
tak sistema metrikoan lortzeko. Existitzen diren kameren eredu matematikoek ez dute sen-
tsorearen eta lentearen dagoen angelua kontutan hartzen. Sentsorearen eta optikaren arteko
angelua kontutan hartzen duen eredu matematiko berri bat garatzerakoan eta kalibrazio pro-
zesu espezifiko batekin eredu klasiko batekin lortutako emaitzak hobetu daitezke. Aldi berean

laser planoaren puntuak lortzen errazten duen metodo batekin emaitza onak lortu daitezke.

Scheimpflug kameren eredu matematikoak kontutan hartzen ditu kamera hauetan agertzen
diren desbiderapenak bi askatasun mailekin. Eredu pin-hole eredu klasikoan oinarrituta dago.
Garatu den distortsio ereduak erradial eta prisma ereduak kontutan hartzen ditu. Kalibrazio
patroia aukeratzea oso garrantzitsua da, Scheimplug kameratan eremu sakonerak ziri antza
daukate orduan kalibrazio patroia ezin da izan eremu sakonera baino handiagoa, hori gertat-
zen bada puntuak desenfokatuta egongo liratekelako. Kalibrazio patroi bat diseinatu egin da
kamera honetarako.

Plano laserraren kalibrazioa egin baino lehen, laser izpiaren punta bilatu behar da. Ispilu
motako gainazalak laser batekin argitzerakoan distirak eta saturazioak agertu daitezke eta
informazioa galdu. Algoritmo bat garatu da laser izpia detektatzeko. Algoritmo hau Gaussen

hurbilketan oinarrituta dago eta pixelen bat saturatuta badago ondo lan egiteko eginda dago.

Plano laserra kalibratzeko lehendabizi kamera kalibratuta egon behar da eta bere parametro
intrintsekoak ezagunak izan behar dira. Laser plano osoa enfokatuta dagoenez kalibrazio

objektua erraz mugitu behar da laser plano guztitik. Horrela beharrezkoak diren puntuak



lortuko direlako. Kalibrazion metodo bat garatu da planoaren bektore normalean oinarrituta

eta erreproiekzio erroreen murrizketan.

Emaitzak bi eratara lortu dira, Scheimplflug kamera bat simulatzen eta kamera normal ba-
tekin baina kamera hau adaptatu egin da sentsorearen eta lentearen artean 6°ko angelua edu-
kitzeko. Simulazioko emaitzak adirezten dute Scheimpflug angelua 6° baino txikiagoa denean
bi ereduak atzerako emaitzak lortzen dutela baina angelu hori handiagoa denean Scheimpflug
ereduan erreproiekzio errorea konstante mantentzen da eta pin-hole ereduan funtzio esponen-
tziala jarraituz igotzen da. Scheimplfug kamerarekin lortutako neurketak koordenatu makina
batekin alderatu dira. Hiru ehuneko ezberdintasuna lortzen altuera neurtzeko pieza berezi

batzuekin eta zortzi ehuneko profil errealetan.
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CapiTULO 1

Introduccion




En un mundo cada vez més global en el que cada vez existe mas competencia en todos los
ambitos, los diferentes sectores de la economia trabajan en desarrollar nuevos productos, nue-
VOS Procesos 0 nuevos conceptos para seguir creciendo y generar riqueza. De manera similar,
en la industria manufacturera se han desarrollado nuevos materiales y procesos que aportan
una ventaja competitiva, pero a su vez generan problemas en los procesos de fabricacion.
En algunas situaciones es necesario efectuar una inspecciéon visual (manual o automaética)
para cerciorarse del correcto acabado de las piezas producidas. El objetivo de este capitulo es
centrar el trabajo realizado, en un contexto industrial de fabricacién de perfiles que precisa
una inspeccion visual automatica, obteniendo informaciéon geométrica tridimensional durante

el proceso de fabricacion.

1.1. Contexto de investigacion

La industria manufacturera es un sector estratégico en las economias vasca y europea, en
las que sus actividades generan un elevado impacto socio-econémico y de alto valor anadido.
Por ejemplo en el ano 2010 la industria Metalargica y de productos metalicos suponia el
27,1% del valor anadido de todas las diferentes industrias de la comunidad auténoma del
pais vasco [Eus14], empleando al 74,7 % de todo el personal que trabaja en diferentes sectores

industriales de pais vasco [Eus14].

La diversificacién sectorial, la alta competitividad de los mercados emergentes, la creciente
demanda de productos customizados, son condicionantes que fuerzan a las empresas del sector
a buscar nuevas estrategias, nuevos procesos y materiales para seguir siendo competitivos a

nivel global.

La industria que engloba al desarrollo de los sistemas de transporte (coches, aviones, trenes
y camiones), liderados por la industria de la automocién y la aerondutica, demanda cada vez
maés flexibilidad y libertad a la hora de disenar nuevos componentes para dichos sistema que
les habilite la creacién de nuevas estructuras ultra ligeras con los objetivos finales de: reducir
el consumo de combustibles fésiles y a su vez reducir la emisiéon de C02, incrementar tanto el
confort de los pasajeros como la seguridad de los mismos, habilitar nuevas funcionalidades,

e incrementar el rendimiento de los motores.

Estas especificaciones y necesidades han permitido el desarrollo de nuevas aleaciones meta-
licas con una ratio elevada de dureza respecto al peso. Aleaciones de magnesio, aleaciones de
aluminio y aceros de alta resistencia incluyendo los aceros al boro son especialmente intere-
santes para la produccion industrial debido a que son relativamente econémicos comparando

con las aleaciones de titanio.

Estos nuevos aceros de alta dureza (High Strength Steel) estan cada dia més extendidos
en el mercado, consumiéndose cada afo més toneladas de este tipo de aceros. Por ejemplo

en el ano 2012 se consumieron 1.2 millones de toneladas mientras que en el ano 2008 se



consumieron 860.000 toneladas [Met13]. Segun las previsiones de “Metal Strategies” en el

2020 se alcanzard un consumo anual de 2.5 millones de toneladas [Str13].

Sin embargo, al incrementar la dureza del material y la complejidad de las piezas a confor-
mar, pueden aparecer nuevos defectos que no son predecibles, debido a que el comportamiento
es diferente del de los procesos tradicionales. Apareciendo errores criticos como: grietas pre-
maturas, recuperacion elastica (spring back) y desgaste prematuro de la herramienta. Al
existir estos problemas en el proceso de fabricacién perfilado existe la necesidad de mejorarlo
y surgio6 el proyecto RFExpert.

Con el objetivo de mejorar el proceso de perfilado, cuando se utilizan materiales de alta
resistencia para generar perfiles de geometria compleja, surgié el proyecto RFExpert (Roll
Forming Expert) [RFE11], con financiacién europea, en el que se han trabajado tres aspectos
fundamentalmente: Simulacion de la ubicacién y formas de los rodillos para alcanzar el perfil
deseado, motorizacion de las fuerzas que ocurren en las estaciones de perfilado y analisis
visual de los perfiles para verificar su calidad. El presente trabajo se ha desarrollado dentro
de este proyecto, méas concretamente en el andlisis visual de los perfiles definiéndose el marco
de este trabajo.

Previamente al proyecto RFExpert, se han desarrollado estas mejoras en otros procesos de
fabricacién como en el de estampacion. En el trabajo [An09] se colocaron sensores de fuerza,
acusticos y un sistema de visiéon para el andlisis visual de las piezas producidas, pudiendo
detener en tiempo real la produccién al surgir el defecto. Por lo tanto para paliar estas
deficiencias, se desarroll6 un algoritmo de inteligencia artificial de aprendizaje, a partir de la

informacion de los diferentes sensores y los errores detectados.

Previo al anélisis visual de los perfiles, se ha de conocer el proceso de fabricacion del
perfilado asi como la geometria de las piezas que se fabrican, a continuaciéon, se explica el
proceso de perfilado y se muestran el tipo de piezas que se fabrican.

1.1.1. Proceso de perfilado

El perfilado es un proceso de transformaciéon de chapa, generando piezas de diversas
geometrias. Se pueden encontrar perfiles en muchos sectores de la economia actual: Electro-
domésticos, automocion, construccion, almacenaje, agricultura, electricidad y fontaneria. En
el caso de ocurrir algin problema y no ser detectado en un breve periodo de tiempo, una

elevada cantidad de productos terminados tendran que ser desechados.

El proceso de perfilado suele llevarse a cabo en grandes fabricas con varias instalaciones, en
las que se fabrican diferentes tipos de perfiles. Generalmente, las instalaciones convencionales

de perfilado, estan equipadas con una devanadora, encargada de alimentar la chapa, una
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aplanadora para aplanar la chapa, unas pequenas prensas bien mecanicas o bien hidriulicas
para las operaciones previas como el punzonado y el troquelado, la linea de perfilado en
si y las herramientas para las operaciones posteriores, como el enderezado, seguidos por la

herramienta final de corte.

Centrandonos en lo que es la perfiladora, ésta estd compuesta por diferentes rodillos que
van dando forma a una chapa plana. La accién del perfilado se define como la accién de
conformar una chapa plana metéalica a lo largo de una serie de lineas de plegado paralelas,
con miultiples pares de rodillos sin cambiar el grosor del material a temperatura ambiente
[HAL84]|. En la Figura 1.1 se muestra un esquema de una perfiladora, en la que por la parte
izquierda de la imagen entra una chapa plana y va pasando por diferentes rodillos, que van
dandole forma a la chapa. La forma y el nimero de estos rodillos es importante ya que es
donde se generan todas las fuerzas y la chapa va conformandose. Si no se genera la fuerza
suficiente puede aparecer el "spring-back", o recuperacion elastica y la chapa tras el corte
tratard de volver a su forma original. En la siguiente subseccion se detallan cudles son los

principales problemas de la fabricacién de perfiles.

Figura 1.1: Esquema de una perfiladora [Swe03].

Defectos tipicos en el perfilado

A lo largo de la fabricacion de un perfil metélico, una chapa plana se va conformando a
medida que pasa por los diferentes pares de rodillos. Incluso cuando el perfil es una simple
“U”, los estados de estrés y las deformaciones que ocurren en el material son complejas debido
al hecho de que el material sufre de deformaciones en tres dimensiones y si no se alcanza el

limite elastico del material, éste no se deformara correctamente.

Los errores geométricos mas importantes son: arqueo longitudinal (longitudinal bow), com-

badura (sweep), torsion (twist), ensanchamiento (flare), arqueo de la base (cross bow), bordes
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ondeados (wavy edges), centros ondeados (wavy centre) y efecto Herringbone (Herringbone

effect), que se resumen en la Figura 1.2.

a) Longitudinal bow b)Sweep c) Twist d) Flare e) Cross bow
(camber)

4.

f) Wavy edges g) Wavy centre h) Herringbone effect

Figura 1.2: Errores tipicos en piezas perfiladas [HAL84].

En resumen, la tendencia hacia procesos mas flexibles, la utilizacién de nuevos materiales
con mayor dureza y secciones mas complejas incrementa significativamente en numero de
errores geométricos en producciones industriales. Para solucionar estos problemas surgi6 el
proyecto RFExpert, en el que se tratan diferentes aspectos para la mejora del proceso de
perfilado. Uno de ellos es la medicion dimensional mediante visién artificial de los perfiles
dentro de la perfiladora, y asi verificar su calidad dimensional segtn se estan fabricando. Los
perfiles tienen superficies o distancias a medir a diferentes alturas, esta altura puede ser muy
elevada y se han de ver correctamente todas estas superficies para poder medir, se necesitara
una amplia profundidad de campo. Con la utilizacién de una cdmara y un laser se obtiene la

informacion en tres dimensiones de las secciones de los perfiles, necesaria para medir estos.

1.1.2. Medicién 3D

Anteriormente se ha destacado que, para analizar los defectos geométricos del perfilado, un
sistema de vision artificial que nos aporte la informacion en 3D es necesario. A continuacion
se explican las técnicas necesarias para la obtencién de modelos en 3D de los perfiles y asi
verificar su calidad.

Triangulacidén laser

El ser humano, gracias a los ojos, visién binocular, observa el mundo en tres dimensiones
lo que le ayuda a la hora de coger objetos, colocarlos en diferentes sitios, etc. Cada ojo recibe

una proyeccion diferente del objeto y al fusionar las dos imégenes en el cerebro, obtenemos



la informacion en 3D. En vision artificial también existen diferentes técnicas para obtener la
informacién en 3D, éstas se pueden clasificar dependiendo del tipo de iluminacién que se va a
utilizar o del sistema de adquisicion. Por ejemplo, Besl [Bes88] divide los sistemas de medicion
de rango en seis principales categorias: radares(Tiempo de vuelo, deteccién de pulso, ...),
triangulacion (luz laser, patrones binarios, ...), técnicas de Moire (proyecciones, sombras, ...),
interferometria holografica (convencional, microscopica, ...), enfoque y difraccion de Fresnel,
aunque existen mas clasificaciones que se encuentran en los siguientes trabajos: [Ber04],
[Bla04] y [Jai03].

La utilizacién de imagenes en tres dimensiones aporta ciertas ventajas ya que se puede
observar el objeto tal y como es en la realidad y no una simple vista proyeccién. La informaciéon
3D obtenida puede ser comparada con el diseno original de la pieza, que se ha elaborado
mediante el uso de programas como “Solid Works”, “Autocad” etc. Se puede observar la

desviacion con respecto al modelo ideal (por ejemplo utilizando técnicas como “best fitting”).

La triangulacién laser es una de las técnicas mas utilizadas siendo al mismo tiempo, econé-
mica, radpida y suficientemente precisa para nuestra aplicaciéon. En el trabajo de esta tesis nos
hemos centrado en esta técnica, para poder reconstruir los perfiles linea a linea y observar su
evolucién. Los sistemas de triangulacion laser, se componen de una cAmara y una iluminaciéon
laser. Uno de los inconvenientes de este método es la profundidad de campo, area en la que la
imagen se encuentra enfocada, que puede ser pequena y no se puedan observar correctamente

las diferentes superficies de los perfiles.

El principio basico de la triangulacién laser es la siguiente: El haz de luz laser incide en
la superficie y en la camara se observa la ubicaciéon del punto del laser. Dependiendo de
la distancia a la que el laser “golpee” una superficie, el punto del laser aparece en lugares
diferentes en el sensor de la camara. Entre el eje de proyeccion y el eje de observacion se crea
un triangulo, con un dngulo 6, como en la Figura 1.3. Dependiendo del tipo de superficie
(mas especular 0 més lambertiana) este sistema funcionara mejor o peor. Ademaés, debido al
ruido (“speckle”) es preferible medir en movimiento.

Se ha destacado que los perfiles tienen geometrias complejas. Para poder observar bien
todas las partes del perfil que se encuentran a diferentes alturas, la caAmara que compone el

sistema de triangulacién, debera tener una amplia profundidad de campo.

Por ejemplo, si se han de medir dos superficies que se encuentran a dos alturas diferentes
de una misma pieza, se podrian medir en dos pasos, como se puede ver en la Figura 1.4.
En la parte izquierda, primero escaneando una zona y después la otra. Esto implicaria una
perdida de tiempo considerable. Es preferible disponer de una cidmara sencilla pero con una
amplia profundidad de campo, en la que se puedan medir las dos superficies a la vez, Figura
1.4 derecha.



Figura 1.3: Esquema de la triangulacién laser.

1 2

o 4

Figura 1.4: Medir teniendo una profundidad de campo pequeiia (izquierda) y medir con una pro-

fundidad de campo grande (derecha).

Coémo lograr una amplia profundidad de campo

1. Cerrando el obturador: Una de las maneras mas sencillas de aumentar la profundidad

de campo de una camara, es reduciendo el didmetro del obturador. De esta manera se
amplia la profundidad de campo de la camara facilmente, pero tiene el inconveniente
de que se ha reducido la entrada de luz al sensor. Si el didmetro es demasiado pequeno
apenas entrard luz y aunque el punto esté enfocado, éste no se podra distinguir correc-
tamente ya que la imagen sera demasiado oscura. Como consecuencia la intensidad de

la luz y la resolucion seran pobres [Li07] y aumenta la difraccion [Eve08].

. Inclinando el sensor con respecto a la lente bajo la condicién de Scheimpflug: En las
camaras convencionales, como se puede ver en la Figura 1.5 en la parte derecha, el plano
del sensor es paralelo al plano de la lente. Sin embargo, en las camaras Scheimpflug
el sensor se encuentra inclinado varios grados respecto al plano de la lente, ver Figura
1.5. De esta manera se incrementa la longitud de la profundidad de campo, como se

muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo real de la profundidad de campo en una caAmara Scheimpflug: La dife-

rencia entre una camara con el plano de la imagen inclinado aproximadamente 6° (provista
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Camara Scheimpflug Camara normal

- =

Figura 1.5: Situacion del sensor en una camara Scheimpflug (Izquierda) y en una cdmara normal
(Derecha).

por la empresa DataM, socia del proyecto europeo RFExpert) y una camara en la que los dos
planos son paralelos, en las que la lente utilizada para las dos imagenes ha sido la misma, se
muestra en la Figura 1.6. En la imagen de la izquierda se puede observar como desde la parte
inferior de la derecha de la imagen hasta la parte superior izquierda de la imagen el texto es
legible, trazando una linea diagonal. Todos los puntos que se encuentran en ese plano estan
enfocados. En la imagen de la derecha se distingue el texto enfocado en la parte central de la
imagen, donde se podran observar objetos de poca altura pero desde la parte izquierda hasta
la derecha.

Figura 1.6: Diferencia del plano de foco entre una camara bajo la condicion de Scheimpflug, iz-

quierda, y una cadmara normal utilizando la misma lente.

Utilizando este tipo de camaras Scheimpflug, se consigue la profundidad de campo necesaria
para medir correctamente los perfiles complejos que se fabrican hoy dia con materiales de alta
dureza. Ademas el plano laser se puede hacer coincidir con el plano de enfoque, ver Figura
1.7 y asegurarse de tener en foco todo lo que estd bajo la linea laser. En la Figura 1.7 se
muestra como coincide el haz de luz laser con el plano de enfoque, dénde se puede apreciar
la claridad del texto alrededor de la linea laser. En resumen, utilizando cdmaras Scheimplug
més una luz laser se pueden observar nitidamente objetos de diferentes alturas, siempre que
estén bajo el haz de luz laser. El siguiente paso para poder medir con esta camara es llevar

a cabo el proceso de calibracion.



Figura 1.7: Coincidencia del plano laser con el plano de enfoque.

Proceso de calibracién:

Hemos visto que con las camaras Scheimpflug y un haz de luz laser, se pueden observar
los errores que ocurran durante la fabricacién de perfiles, pero para cuantificarlos y asi poder
medir en milimetros, se ha de calibrar el sistema de cidmara Scheimpflug y laser. Ademas,
las lentes anaden cierta distorsion, que se ha de conocer con precisiéon para poder eliminarla
y también se debe conocer donde esta el plano laser con respecto de la camara para poder
proyectar en el los puntos observados en la camara. La calibraciéon es necesaria, y cuanto

mejor sea ésta, mejores resultados se obtendrén en las mediciones.

El proceso de calibracién de una camara se puede explicar mediante el diagrama que apa-
rece en la Figura 1.8. Primero se ha de tener un patrén de calibracién con unas medidas
conocidas. Este es observado por la camara y se obtiene una imagen del patroén de calibra-
cion, donde la imagen se compone por pixeles, y se calculan los puntos caracteristicos del
patrén, para obtener sus coordenadas en pixeles. De esta manera conocemos los puntos ca-
racteristicos del patrén en el mundo, sus coordenadas (., yw, 2w ), ¥ también se conocen las
coordenadas en pixeles (Zpiz, Ypiz) de estos puntos observados. Como el modelo matemético
de la cAmara es conocido, adquiriendo varias imagenes del patrén de calibracién y llevando
a cabo varias minimizaciones, finalmente se calcularan todos los parametros definidos en el
modelo matematico: intrinsecos, extrinsecos y las distorsiones. En el caso de la calibracion

Teniendo la cédmara
definida por un modelo

matematico,
compuesto a su vez de

Patron de calibracion. Del que se Estos puntosson i > ob » 4

conocen las distancias milimétricas observados por la Ierentes;arametros | tencion de
P n

entre los centros los puntos. camara, en pixeles. 0s pardmetros

que definen la
camara.

Pardmetros
del modelo

Figura 1.8: El proceso de calibraciéon de una camara.




del plano laser, el concepto es el mismo pero solo se observan los pixeles iluminados por el

haz de luz laser y se calcula la ecuacion del plano laser en referencia a la camara.

Para llevar a cabo la calibracién de una camara es necesario disponer de un modelo ma-
teméatico de ésta, en el que se contempla la geometria de y las distorsiones que anaden las
lentes. En el caso de las cAmaras normales, en las que el sensor CCD se encuentra paralelo a
la la lente, existe el modelo pin-hole (el modelo mas utilizado), al que luego se le anaden las
distorsiones. Para las camaras Scheimpflug existen diferentes aproximaciones en la literatura
pero suelen tener carencias, con lo cual se ha de investigar acerca de los modelos mateméti-
cos que modelan las camaras Scheimpflug. Ademaés se tendra que especificar un proceso de
calibracién para este tipo de cdmaras y trabajar también sobre la calibracién del plano laser

con este tipo de cdmaras.

1.2. Objetivos

El utilizar nuevos metales en la producciéon de perfiles hace que aparezcan nuevos e impre-
visibles fallos en los perfiles, con lo cual verificar la validez de los perfiles segtn se producen
es importante, este problema ocurre en otros métodos de fabricacién como bien puede ser la
fundicion, estampado, etc. Para medir correctamente los perfiles (o bien una pieza con super-
ficies a medir a diferentes alturas) se necesita el modelo en 3D de estos pero se ha detectado
que las camaras han de tener una amplia profundidad de campo. Las camaras Scheimplug
aportan esa profundidad de campo y si se coloca un haz de luz laser coincidente con el plano

de enfoque se obtienes las imagenes de los perfiles en tres dimensiones.

Para obtener las secciones de los en tres dimensiones y en coordenadas métricas primero se
debe calibrar el sistema camara Scheimpflug con luz laser. La caracteristica principal de las
camaras Scheimpflug es que tienen en plano del sensor inclinado con respecto al plano de la
lente (ver 1.5) pero los modelos de camara tradicionales no contemplan esta situacion. Elabo-
rando un modelo de camara adaptado a las cAmaras Scheimplug y un proceso de calibracion

especifico se podran mejorar los resultados obtenidos con un modelo clasico.

El plano laser también debe ser calibrado y en el sistema camara Scheimpflug y laser la
mayoria del plano laser esta enfocado, con un método que facilite la adquisicién de puntos a
lo largo de todo el plano laser se obtendran buenos resultados.

1.3. Estructura del documento

Este trabajo esta dividido en seis capitulos. En el primero se expone el contexto donde
se encuentra el presente trabajo: El uso de nuevos materiales en el proceso de perfilado hace
que aparezcan nuevos errores no predecibles con lo cual es necesario verificar la calidad de los

perfiles. Para medir estos correctamente es necesario la utilizacién de un sistema compuesto
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por una camara laser y un laser. Seguido se han definido los objetivos planteados en este

trabajo.

En el segundo, se repasa la base tedrica y se elabora un estudio del estado del arte sobre
los trabajos existentes hasta el momento actual acerca de los modelos mateméticos de las
camaras adaptados a cdmaras Scheimpflug, de su calibracion y la calibracion del plano laser

en este tipo de camaras.

En el tercer capitulo se detalla el trabajo realizado sobre el modelo mateméatico adaptado
a camaras Scheimpflug. Primeramente se explica el modelo matematico elaborado y seguido

se describe el proceso de calibracién especifico desarrollado para éste.

En el cuarto capitulo se desarrolla el trabajo acerca de la calibracién del plano laser. En
la primera parte se detalla la detecciéon del pico de la linea laser y después se especifica el

trabajo realizado sobre la calibracion camara Scheimplfug con laser.

En el quinto capitulo se exponen y analizan los resultados experimentales obtenidos. Pri-
mero se muestran los resultados de la calibracién de la caAmara Scheimpflug, continuando con
los resultados de la calibracion del sistema cidmara Scheimpflug con laser y terminando con
las mediciones realizadas con la cadmara Scheimpflug y el laser. Finalmente se extraen las
conclusiones acerca del trabajo realizado en esta tesis.
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CaPITULO 2

Estado del arte sobre triangulaciéon

laser con camaras Scheimpflug
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2.1. Introduccién

La industria, en particular la industria de la automocion, exige unos baremos de calidad
muy elevados en la fabricaciéon de las piezas. La verificacion de esta calidad debe ser muy
precisa para poder garantizar dichos baremos. En dicho proceso se determina la precision
que alcanza el sistema de medicién, estimando los pardmetros internos de la cdmara y la

ubicacion del laser con respecto a ésta.

En este capitulo se ha elaborado un estudio del estado del arte acerca de la calibracién
de las camaras tradicionales y en especial de las cAmaras Scheimplug, analizando primero la
profundidad de campo en ambos tipos de cAmaras para luego centrarse en la calibraciéon tanto
de las camaras tradicionales como de las cAmaras Scheimpflug. También se ha analizado la

calibracién del plano laser con respecto al sistema de de coordenadas de la camara.

Al final se ha elaborado un anélisis critico del estudio del estado del arte realizado para

formular las hipdtesis de esta tesis.

2.2. Camaras Scheimpflug

Las camaras Scheimpflug son cdmaras en las que el sensor se ha inclinado varios grados
con respecto al plano de la lente. Como consecuencia, el plano de enfoque y la profundidad
de campo de estas camaras difiere con respecto a los de una camara “normal”, es decir una
camara en la que el plano del sensor y el plano de la lente son paralelos entre si. Primeramente
se analiza la profundidad de campo de una camara “normal” y su calculo de la profundidad
de campo para luego entrar en los calculos de la profundidad de campo y el plano de enfoque

de las camaras Scheimpflug.

A continuaciéon se describen los modelos tradicionales de camaras, como el modelo pin-
hole y los diferentes métodos existentes en la literatura para calibrar caAmaras normales,
deteniéndonos en el método de calibracion de Zhang [Zha99], un método importante en el
desarrollo de este trabajo. Finalmente, se estudian los diferentes trabajos existentes en la
literatura que han abordado el problema del uso de camaras Scheimpflug, analizando los

diferentes modelos de camara y métodos de calibracién propuestos.

2.2.1. Profundidad de campo en caAmaras Scheimpflug

La profundidad de campo es el area en el que la imagen estd enfocada. En las cimaras
Scheimpflug, los célculos para obtener este area son diferentes a las caAmaras normales. Por
ello se explica primero el funcionamiento de una camara normal y el calculo de la profundidad

de campo para terminar con las cAmaras Scheimplug y como se calcula este area.
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Funcionamiento de una camara La camaras actuales provienen de la antigua cimara
oscura. Para realizar la camara oscura, simplemente se ha de coger una caja en la que no
entre la luz y hacer un agujero pequenas dimensiones en una de las paredes. como se puede
ver en la figura 2.1. Los rayos de luz provenientes del objeto atraviesan el pequefio agujero, o
abertura, para formar la imagen inversa del objeto en la pared contraria a la que se ha hecho

el agujero.

Flecha rgaT T Te—

Flecha real
mvertida

Figura 2.1: La camara oscura

En las camaras actuales se coloca un objetivo formado por lentes delante de la abertura
de la cdmara fotografica para controlar la luz entrante y enfocar la imagen. En la pared
posterior, donde se crea la imagen, se sittia un sensor fotosensible, para asi poder almacenar
la imagen. Estos sensores generalmente suelen ser de tipo CCD (charge-coupled device o en
espanol “dispositivo de carga acoplada”) o CMOS (Sensores activos de pixeles que utilizan la

tecnologia Complementary metal-oxide-semiconductor).

Suponiendo que el proceso de formacion de imagenes es simétrico respecto al eje 6ptico,
ver en Figura 2.2, este proceso se puede entender como una transformacién entre un punto

en el mundo y su proyeccion en el plano imagen [Sut09] (ver Figura 2.2). Donde:
= M: Un punto del objeto. Esta en el mundo con coordenadas (z,y, 2)7.

s C: Centro de la lente. Esta situado en la interseccion de la lente con el eje optico.

= f: Distancia focal.

= F: Punto focal frontal, ubicado a una distancia f desde C.

s F': Punto focal trasero, ubicado a una distancia — f desde C.

s M’: Punto ideal. Situado en el foco 6ptimo de los rayos de luz.
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Sensor

Oe€je optico

Figura 2.2: Formacién de imigenes en una camara, vista lateral

s M": Punto en el plano del sensor.
= d: Distancia del plano del sensor al plano de la lente.

= O: Punto principal de la imagen, la intersecciéon del eje éptico con el plano del sensor.

Utilizando el sistema de coordenadas situado en el centro de la lente, C', y un punto M en
el mundo ubicado en (z,y, z), el proceso de creacion de imégenes en un camara, transforma
el punto M en su punto ideal, M’ situado en (2',y’,2’) utilizando las siguientes ecuaciones
[Sut09] :

/

) -y

[OM] ~ [CAF] @1)
1 11
oM Tlea T 7
(2.2)

Donde |CM]| es la distancia entre el centro de la lente y un punto del objeto y |CM’| es la
distancia entre el centro de la lente y el punto ideal. La primera ecuacién describe la relacién

entre las coordenadas de la imagen y del objeto para un sistema simple de lentes, donde y
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en la imagen es positiva cuando esta invertida. La segunda ecuacién, es una version de la
ecuacion “Thin lens” para la proyeccién ideal de un objeto. Si queremos que la imagen creada
esté bien enfocada en el plano del sensor, el sensor tiene que estar déonde intersectan todos
los rayos de luz. Esto quiere decir que la distancia d entre el plano del sensor y el centro del

!

plano de la lente, debe ser igual al componente z del punto ideal M’, es decir, que d = —2'.

Definiéndose asi el plano de enfoque:

d-f
=— 2.
- (23)
La ubicacion ideal del punto en el plano imagen (x,y’) sera:
d— -d
e fj-d (2.4)
y = y[ﬂ] _y-d
f z

Como se puede ver en la Figura 2.2, la ubicacién ideal del punto M, puede no corresponderse
con la ubicacién en el plano del sensor. De hecho, la imagen de M en el sensor estara borrosa,
alargada y girada. La region borrosa alrededor del punto M es conocida como el circulo de
confusién. En la Figura 2.3 se muestra un esquema del proceso de desenfoque. Donde 7/

es el radio del punto generado en el sensor. Este se calcula de la siguiente manera:

d(f - =)
[z

Donde rie,s es el radio de la lente. Este radio también se conoce por el circulo de confusion

) (2.5)

ryprr = Tlens(l +

que sera necesario para el calculo de la profundidad de campo. En el Anexo A se desarrolla

esta formula.

Profundidad de campo La profundidad de campo es el area en la que la imagen aparece
enfocada. Como se aprecia en la Figura 2.2 un sistema de lentes tiene una tunica superficie de
enfoque, donde los puntos ideales estan dados por la ecuacion 2.5. A cualquier otra distancia,
el punto del objeto va a estar desenfocado, y genera un punto borroso de la forma de la
apertura, que se asume circular. Cuando este punto borroso es lo suficientemente pequeno
(menor que la resoluciéon de la cdmara), es indistinguible. En esos casos, se considera que
el punto esta enfocado generando una imagen aceptablemente nitida. El didmetro de este
circulo aumenta con la distancia respecto al punto ideal de foco (ver Figura 2.2); El circulo

maés grande que se puede distinguir de un punto se llama el circulo de confusién.

La profundidad de campo (PdC) estda determinada por la distancia al objeto, Z,s, la
distancia focal, f, y el “namero-f” o relacion focal (relativo a la apertura de la lente), que se
denominara como: Ng. La PdC es la distancia entre el plano mas cercano a la cAmara dénde
se genera una imagen nitida (PdC¢) y el plano méas alejado de la camara dénde se genera

una imagen nitida PdCp,, esto es:
PdC = PdCr, — PdCc (2.6)
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Figura 2.3: Desenfoque: en la imagen superior se muestra el punto proyectado desenfocado debido
a que la distancia d1 es mayor a la distancia ideal. En la imagen central se muestra el punto
proyectado desenfocado debido a que la distancia d2 es menor a la distancia ideal. En la imagen

inferior se muestra el punto enfocado donde d3 esta en la distancia ideal.

Calculando el PdCf, como:

Zy - H

PdCp = ——F—— 2.7
YT H - (Zu - f) ®1)
El PdC¢, se calcula como:
Iy - H
PiCo = —F—— 2.8
S H+ (Zu - D) 29

Siendo H la distancia hiperfocal; es decir, la ubicacién del objeto mas cercano a la lente
dénde la PdC' se extiende hasta el infinito. Z,; es la distancia al objetivo y f la distacia

focal. El valor minimo del PdC¢ es aproximadamente H/2 y se consigue cuando Zy; = H.
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La distancia hiperfocal se define como:

f2

H=_——+-
Np - CdC

(2.9)

Donde, N es el “numero-f” de la lente y CdC' es el diametro del circulo de confusion; es

decir, 2 - rps, calculado en la ecuacion 2.5.

Sustituyendo los valores de las ecuaciones 2.7 y 2.8 en la ecuacion 2.6 obtenemos:

2-H-Zy(Zy — f)

S T

(2.10)

Profundidad de campo en una camara bajo la condiciéon de Scheimpflug El eje
de rotacién del plano de enfoque es la interseccién entre el plano focal frontal de la lente y el
plano que pasa por el centro de la lente y es paralelo al plano de la imagen, como se puede
ver en la Figura 2.4. Este punto de rotacion, se denomina asi en el trabajo de [Whe03] “pivot
point” aunque en los trabajos previos se denominé linea de Hinge [H.M96] y “counter axis”
en [Scho04].

Plano frontal Plano de
de la lente la\lente Plano de
la imagen

Plano de enfoque (V7 o,

Figura 2.4: Punto de rotacion en una camara Scheimpflug.
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El 4ngulo de inclinacién, en grados, entre el plano de la lente y el plano del sensor, viene
dado por la siguiente expresién:

a= arcsin(§) (2.11)

Donde f es la distancia focal y J es la distancia desde el centro de la 6ptica hasta el punto

de rotaciéon G.

El 4dngulo entre el plano del sensor y el plano de enfoque v se puede calcular como:

/

v
= ——si 2.12
tan U’cosa—fbma (2.12)

O también: ,
tany = %sina (2.13)

Donde v’ es la distancia del centro 6ptico hasta el plano de enfoque y v’ es la distancia
del centro 6ptico al plano del sensor. El dngulo v se incrementa con la distancia focal; Las
distancias v’ y v’ no son las distancias al objeto y a la imagen como en la formula de “thin lens”
(ecuacién 2.2). Estan relacionadas de la siguiente manera: |[CM| = v/ cosay |CM'| = v’ cos a,

ver Figura 2.5.

Cuando en la camara el plano de la imagen es paralelo al plano de la lente, la profundidad
de campo se extiende entre dos planos paralelos. Sin embargo cuando el sensor y la lente
estan bajo la condicién de Scheimpflug, la profundidad de campo adquiere una forma de
cufia [H.M96] [Til97] con los vértices de la cufia en el eje de rotaciéon del plano de enfoque,

ver Figura 2.5.

La profundidad de campo serd nula en el vértice e ird aumentando segin se aumenta la

distancia con respecto a la cAmara, ver Figura 2.5.

En un plano paralelo al plano de la imagen la profundidad de campo estd distribuida
igualmente tanto arriba como abajo del plano de enfoque. En el plano PV las distancias y,,
e y¢ son iguales, ver Figura 2.5. La profundidad de campo en una cadmara Scheimpflug se
puede calcular, en un plano paralelo al plano de la imagen como (ver [H.M96]):

PdCu = 1% (2.14)

v H
Dénde f es la distancia focal, v’ es la distancia del centro éptico hasta el plano de enfoque,
v’ es la distancia del centro 6ptico al plano del sensor, que se puede despejar de la ecuacién
2.12, H es la distancia Hiperfocal, ver ecuaciéon A.11 en el Anexo A y J es la distancia desde

el centro de la Optica hasta el punto de rotacién G, que se puede obtener de la ecuacién 2.11.

En conclusién, en una camara ‘normal” el plano de enfoque es un plano paralelo al plano
del sensor y de la lente, en el que la profundidad de campo es el area delantera y trasera de
este plano, su longitud se delimita por el circulo de confusién, la distancia focal y el “nimero-

f” de la apertura, como se muestra en la Figura 2.6. Sin embargo, en las cAmaras Scheimpflug

20



Plano de Plano de

la\lente
Plano de PV o
enfoque pyc; N
.
\l‘\.,
~.
N
PdCl ~
y fi T R
~. 20\
BN

Figura 2.5: Calculo de la profundidad de campo en una camara Scheimpflug.

el plano de enfoque intersecta con el plano de la lente y el plano del sensor y la profundidad
de campo en el punto de interseccién es nula pero segin se va a alejando de ese punto va

aumentando, adquiriendo una forma de cuna, ver Figura 2.6.

2.3. Calibraciéon de caAmaras Scheimpflug

2.3.1. Modelo de caAmara geométrico pin-hole y métodos de calibra-
ciéon

Cuando observamos una imagen adquirida por una camara, se observa que los objetos
estan rotados y escalados, incluso puede llegar a estar deformados. Es decir se esta obser-
vando una proyeccién geométrica de tres dimensiones a dos. Cuando el objetivo es realizar
mediciones utilizando estas iméagenes, se debe modelar dicha proyeccién incluyendo las dis-
torsiones generadas por las lentes en la creacién de las imagenes que se deben compensar.
Para modelar estas proyecciones y distorsiones existen diferentes métodos en la literatura.
En varios de estos métodos se necesita tener un objeto del que se conozcan perfectamente sus
medidas, observarlo con la cdmara y relacionar las medidas reales del objeto con lo observado

por la cAmara. De esta manera con una cidmara calibrada, se obtienen las coordenadas de los
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Camara normal Camara Scheimpflug

CCD

PdCl PdCc

Figura 2.6: Diferencias entre el plano de enfoque y su profundidad de campo, en una cadmara

normal, izquierda de la imagen y una camara Scheimplfug, derecha de la imagen.

objetos en unidades métricas, p.e. milimetros.

A continuacion, se detalla el modelo de camara pin-hole y los métodos existentes para
llevar a cabo la calibracion deteniéndonos en el método de Zhang [Zha99], el método més

empleado para la calibraciéon de cAmaras por su sencillez de modelado, utilizacién y precision.

Modelo pin-hole

En la calibraciéon de camaras, el principal objetivo es obtener los pardmetros del modelo
matematico de la cdmara que més se ajuste a la cadmara real que estamos utilizando. El
modelo matematico més utilizado es el modelo pin-hole.

Este modelo describe la relacion entre un punto en 3D (P,), en el mundo, con su pro-
yeccion en el plano de la imagen(P,;;), ver Figura 2.7. Para transformar las coordenadas
del en el mundo, P, = (Tw,Yw,2w)’ al sistema de coordenadas de la cAmara P.., =

(Team s Yeams Zeam) L se utiliza la siguiente expresion:
Poam =R-Py+T (2.15)

22



Figura 2.7: Proyeccion de un punto en el mundo (P,) al plano de la imagen (P,i,), pasando por

el sistema de coordenadas de la camara (Peam ).

Donde T = (Tw,Ty,TZ)T es el vector de traslacion, esto es, las coordenadas del centro del
sistema de referencia del mundo con respecto al sistema de la camara, R es la matriz 3x3
ortonormal de rotaciéon que relaciona ambos sistemas. Estos 12 parametros, 9 de la matriz
de rotaciéon (aunque se puede utilizar otra notaciéon como los parametros de rodrigues, donde
solo 3 parametros son necesarios) y 3 del vector de traslacion, se denominan pardmetros
extrinsecos exteriores o de posicién, ya que determinan la posiciéon de la caAmara con respecto

al sistema del mundo.

Para obtener la proyeccion del punto P.,,, en el plano de la imagen, en pixeles, es necesario
multiplicar este punto por la matriz de proyeccion perspectiva [Fau93] [Tsa87], de la siguiente

manera:

S Ypix = 0 Fy CVy : Yecam (2'16)
S 0 0 1 Zcam

Donde s es un escalar real diferente de cero.

Esta matriz también es conocida como la matriz A (se detalla su origen en el Anexo B)y esta
compuesta por: F, = f/n, y Fy, = f/n, siendo f la distancia focal y n, y n, el tamafo de
un pixel en milimetros en el eje X y en el Y respectivamente. C, y Cy son las coordenadas
del centro de la imagen, interseccién del eje 6ptico con el plano de la imagen, en pixeles, ver
Figura 2.8 . Finalmente § es el factor de asimetria, indica que los ejes X e Y en el CCD
no son perpendiculares. Estos 5 parametros son conocidos como los pardmetros intrinsecos
de la camara, ya que dependen de la caAmara y lente que se estan utilizando. Combinando y
abreviando las ecuaciones 2.16 y 2.15 la ecuacién de proyeccién de un punto 3D a pixeles es

( “simboliza un vector en coordenadas homogéneas):

§- Ppin = A[R|T|P,; s € R#0 (2.17)

La transformacién de la Ecuacién 2.17, es una transformacién lineal entre un sistema en

3D a un sistema en 2D. En el caso de que las lentes son perfectas y no generan ningun tipo
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Figura 2.8: Cambio de coordenadas del centro de la imagen en el CCD en milimetros a pixeles,
donde el (0,0) esté situado en la esquina superior izquierda y Cy y Cy son los pixeles desde el (0, 0)

en pixeles al centro de la imagen.

de desviacién a la trayectoria de la luz. Sin embargo, debido a la naturaleza de las lentes y
a posibles imprecisiones en los montajes de las cimaras, se generan distorsiones que afectan
a la trayectoria de la luz haciendo que ésta sea no lineal. Este concepto fue por primera vez
introducido por Conrady en 1919 con la distorsién de descentramiento. Mas tarde Brown
propuso las distorsiones radial, tangenciales (o de descentramiento) y de prisma [Bro66]
[Bro71].

Distorsiones radiales: La distorsion radial genera una desviaciéon de un punto de la ima-
gen, con respecto a su posicién ideal, bien hacia en el centro de la imagen o hacia el exterior,
en una linea que va del centro de la imégen a la proyeccién ideal. Los pixeles méas cercanos al
centro de la imagen apenas sufren desviaciones. Esta desviacion aumenta segiin se incrementa
la distancia al centro de la imagen. Este tipo de distorsién, suele generarse por la imperfeccion
de la curvatura radial de la lente. Un desplazamiento radial negativo, distorsionara en forma
de barril, como se pude ver en la Figura 2.9 en la parte derecha, donde el cuadrado que es
observado por la cdmara en los centros de los lados, los puntos mas cercanos al centro de la
imagen, sufren poca distorsiéon y los vértices del cuadrado son los puntos que més distorsion
acumulan. El efecto cuando el desplazamiento radial es positivo, se denomina efecto cojin,

como se puede apreciar en la Figura 2.9 en la parte izquierda.
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Figura 2.9: Efecto de la distorsion radial en un cuadrado. Efecto cojin parte izquierda, efecto barril

parte derecha.

Estas distorsiones se modelan de la siguiente manera:

Tgr = Ty - (14 k1% + kor* + ksr6) (2.18)
Yar = Yu - (L+ k1r? + kor® + k3r©)
(2.19)

Donde 4. y yqr son las distorsiones radiales en milimetros, r es la distancia del pixel al
centro de la imagen siendo: 72 = 22 + y2. Los parametros kq, k2, k3 son los coeficientes de la
Y

distorsion radial. Donde x,, = 2«2 y y, = %, es la proyeccion del punto observado en un
cam cam

array a distancia f = 1.

Distorsiones Tangenciales: Son perpendiculares a la direccién radial del punto. Se debe
a un montaje imperfecto de los elementos que componen la cidmara, no siendo paralelos los
planos del sensor y de la lente (lo que ocurre en el efecto Scheimpflug). Se pueden describir

de la siguiente manera [Bro66]:
Tdrt = Tar + 2plxuyu + P2(7’2 + 21’3) (220)
Ydrt = Ydr + D1 (T2 + 2y3) + 2p2ZyuYu
(2.21)

Siendo p; y p2 los componentes de la distorsién tangencial y r la distancia del pixel al centro

2

de la imagen: 72 = 22 + y2.

Distorsion de prisma: Las distorsiones de prisma se generan debido a las imperfecciones

en el diseno de la lente, su fabricaciéon y ensamblaje. Generalmente son pequefos desplaza-
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mientos en los ejes 6pticos de las lentes que componen la lente de una cidmara y se desalinean.
Estas distorsiones se pueden modelar anadiendo un prisma al sistema 6ptico de la cadmara
[Bro66] [Faig75]. Esta distorsiéon se modela asi:

Tartp = Tare + 177 + s21* + .. (2.22)
Ydrtp = Ydrt + 537”'2 + 54T4 + ...

(2.23)

Con los componentes de la distorsién de prisma. s1, s2, S3, sS4 vy r la distancia del pixel al

2

: Cp2 2 42
centro de la imagen: r* = zZ + yi.

Otros modelos de distorsién

El modelo de distorsién de Brown, es el modelo més utilizado para corregir las distorsiones
de las lentes, aunque existe diferentes trabajos en los que se ha modificado este modelo
basandose en el tratamiento mateméatico del modelo inicial, [Ma03] [Mal04] [Bea01] [Shall].

Con lentes de mucha distorsiéon puede ser necesario incluir términos con mayor orden
en la ecuacion 2.19 [JLI8]. En el caso de las lentes de ojo de pez el modelo de distorsion
debe tener en cuanta més parametros para compensar la distorsion [RV04]. Es por esto que
muchos autores han desarrollado nuevos modelos de distorsién adaptados a cada tipo de lente
como por ejemplo, [Dev01] basado en el dngulo entre el punto en 3D, el centro optico y el eje
optico, [Bas04] en el que se utiliza un modelo logaritmico y [Fit01] en el que puede compensar

distorsiones elevadas con un orden mas bajo.

[Har08] desarrolld6 un modelo libre de parametros para compensar la distorsion radial y
asumiéndola monétona, como no se basa en un modelo particular de distorsiéon radial es

aplicable a un amplio rango de lentes pero es sensible al ruido.

El modelo mas utilizado, es el modelo pin-hole con algunas de las distorsiones explicadas,
generalmente las radiales, ya que suele ser suficiente para la mayoria de casos. A continuacioén

se detallan los diferentes métodos de calibracién existentes en la literatura.

Meétodos de calibracion

Cuando se trata de calibrar camaras de visién, la calibracién es el proceso de estimar los
parametros intrinsecos y extrinsecos de la camara [Fau93]. Existen en la literatura diferentes
meétodos para llevar a cabo esta tarea y se pueden clasificar de diferentes maneras, por ejemplo

en los trabajos [Zha99] [DAPO05] se agrupan estos métodos en dos principales categorias:

Calibracién meétrica: En este caso la calibracion se lleva a cabo mediante la observacién
de un objeto en 3D del que se conoce con exactitud su geometria. Esta calibracién puede
hacerse eficientemente[Fau93]. El objeto de calibracion, generalmente suele ser de dos o tres

planos ortogonales entre si. Estas aproximaciones requieren de un objeto y a veces un set-up
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elaborado. Dentro de este tipo de calibraciones métricas, en las que se conocen con exac-
titud las coordenadas de los objetos, se pueden clasificar dependiendo de las dimensiones
del objeto a utilizar para llevar a cabo la calibracién, en tridimensionales, bidimensionales
o unidimensionales. En este tltimo caso, en el que las plantillas son unidimensionales, és-
tas suelen contener varios puntos colineares. La principal ventaja es que todos los puntos
pueden verse facilmente desde cualquier lugar facilitando asi la calibracién de un sistema
multi-caAmara [Zha02b], [Svo05b], [Svo05al, [Bor00], [Loall], [Mac03]. Utilizando plantillas
2D, se han de extraer varias imagenes de la plantilla desde diferentes dngulos y posiciones.
La principal ventaja es que éste tipo de plantillas son faciles de elaborar [Zha99] [Stu99]
[Men03] [Luc05] [Wen92],[Don08|,[Hei97] . Finalmente, con plantillas 3D se puede calibrar
con una dnica imagen pero la elaboracion de este tipo de plantillas es costosa [Hon11] [Fau86]
[KS92] [Tsa86]

Auto-Calibracion (Self-Calibration). Las técnicas dentro de ésta categoria no utilizan nin-
gun objeto para llevar a cabo la calibracién [FR06]. Simplemente moviendo la cdmara en
una escena estatica, proporciona las restricciones necesarias en los parametros intrinsecos
para poder calibrar utilizando solo la informacién contenida en las imagenes. Estos métodos
se basan en que la proyeccién perspectiva ideal de una linea recta en 3D tiene que ser una
recta en 2D y de esta manera se puede calcular la distorsion que generan las lentes [Dev01]
[AhmO1],[OF92], [Luo97], [Ahm05], [MTEMO03]|, [AS01], [Har94a]. No obstante se consiguen

mejores resultados con calibraciones métricas [RV04].

Dependiendo del método de estimacion de los parametros de las cAmaras también se pueden
clasificar. Primeramente con las técnicas de optimizacioén no lineales: Una técnica de calibra-
cién es no lineal cuando las ecuaciones a minimizar no son lineales como sucede cuando se
tienen en cuenta las imperfecciones de las lentes (distorsiones) en el modelo de la cAmara. En
ese caso, los pardmetros se suelen obtener a través de la iteracion con las restricciones en la
minimizacion de una funcién determinada. La funcion de minimizacion suele ser generalmen-
te la distancia entre los puntos de la imagen y las proyecciones obtenidas por las iteraciones.
La ventaja de estas técnicas no lineales, es que se puede calibrar casi cualquier modelo de
cdmara y la precisiéon suele aumentar si se incrementa el ntiimero iteraciones hasta que con-
verja. Sin embargo, estas técnicas necesitan una buena estimacion inicial de los pardmetros

para garantizar la convergencia, [Sal97], [SC80].

Las técnicas lineales, estiman la matriz de transformacién, que relaciona los puntos en 3D
con los de la imagen en 2D. Se utiliza el método de minimos cuadrados. La principal ventaja
en este caso es la simplicidad del modelo que consiste en una simple y rapida calibracién.
Sin embargo, no pueden modelar las distorsiones de las lentes y a veces puede llegar a ser
complicada la extracciéon de los pardmetros de la matriz en el caso de que se use una técnica
implicita [Hal12], [Fau86], [Ito91] [AAT1].
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Técnicas mixtas: Estas técnicas utilizan primero una optimizaciéon lineal para obtener la
primera inicializacién de los parametros y después, en un segundo paso, calculan el resto de
los parametros iterativamente. Estas técnicas posibilitan una rapida calibracién, reduciendo
los pasos de la minimizacion. Ademas la convergencia esta garantizada ya que los parametros
iniciales se han conseguido de una manera lineal [Tsa87], [Wen92], [WG93], [Zha99] [Hei96].
Existen otras técnicas basadas en el punto de fuga [Cap90] [Lie98] y otras en rotaciones puras
[Har94b] [Ste95].

Existen maés clasificaciones posibles de los métodos de calibracion. En el trabajo [JS00]
proponen también los siguientes grupos : Dependiendo del método de compensacién de las
distorsiones radiales: lineal [Ito91] o no lineal. En intrinsecos [Len87], [Pen12] frente a extrin-
secos, [Liu01], [Wan04] que solo calculan la posicién y orientacion de la camara en la escena.
Finalmente en implicita [Hall12] [Wei05] [WG93] y explicita [Bat10], [Zha99]. La calibracion
implicita consiste en calibrar la cdmara sin calcular los parametros fisicos de la cadmara. A
pesar de que los resultados se pueden utilizar para mediciones en 3D y la obtencién de coor-
denadas en la imagen, no sirven para modelar la cAmara ya que los pardmetros obtenidos no

se corresponden con la realidad [WG93].

El método de Zhang [Zha99] represent6 una nueva era en el proceso de calibrado de camaras
[Via06]. Es una extension y simplificacién del método de Tsai [Tsa87], y es el método més
utilizado hoy en dia. En el trabajo [Sun05] comparan el método de Tsai con el de Zhang
destacando que con Tsai se pueden obtener buenos resultados pero se necesita una puesta
a punto costosa y elaborada. Sin embargo, con el método de Zhang se pueden conseguir
resultados rapidamente y con mucha precisién. En el trabajo [Via06] también utilizan como
base de su trabajo el método de Zhang, debido a su relevancia. A continuacion se detalla este

método:

Calibracion de Zhang

En la calibracion propuesta por Zhang, la cAmara observa desde diferentes puntos de vista
de un “target” de calibracién plano, que contiene varios puntos de referencia. La camara y
la placa se pueden mover libremente. El proceso de calibracién estd dividido en dos pasos,

primero una solucién lineal seguida por una minimizacién no linear.

Este método se basa en la ecuacién de las camaras pin-hole 2.17, y se asume que todos
los puntos de calibracién de una imagen estén en el plano Z,, = 0 dividiendo R en sus tres

columnas R = [ry ra 73], tenemos:

$+ Ppig = Alrirar3 T =A[rrT] (2.24)

- = H



Siendo la homografia que relaciona los puntos en el plano de calibracion (Z,, = 0) con las
proyecciones de los puntos en 2D que se encuentran en el sensor, H = v A[ry ro T, dénde
es el factor de escala, resultando:

P,i» = HP, (2.25)

La homografia relaciona los dos planos en ambos sentidos cumpliéndose:
P,=H"'P,, (2.26)

Con un set de puntos de calibracion y sus coordenadas en la imagen se puede calcular la
homografia H resolviendo la ecuacién linear 2.25, la solucion planteada por Zhang se detalla
en el Anexo C. Después de obtener la solucion lineal con minimos cuadrados, se utiliza
una estimacién de méxima verosimilitud para calcular la H con precisién, minimizando una

funcién objetivo:

¢ = min||Ppiz, — Ppix, ||? (2.27)
donde B
. 1 hTP,
s = — ' 2.28
" i P, | WP, (2.28)

Siendo A7 la fila i de la matriz H. El primer resultado para minimizar se obtiene con el
resultado de la solucion de la ecuacion lineal, ver Anexo C. Finalmente, para refinar los
pardmetros e incluir las distorsiones radiales se minimizan los errores de reproyecciéon. En este
trabajo solo se contemplan los dos primero pardmetros, k1 y ko del modelo de distorsiones

radiales, ver ecuacion 2.19. La funcién objetivo a minimizar en este caso es:

(A, Ri, Ty, ky ko) = min Y Y || Pyiy; — Ppia(A, Ri, Ti, iy ko, Py (2.29)

i=1 j=1

Donde P;ix(A, R;, T;, k1, ka, Py, ) es la proyeccion del punto P, en la imagen i contemplando
las distorsiones radiales. Esta minimizaciéon no lineal se puede resolver con el algoritmo de

Levenberg-Marquardt [Pre07]. Los coeficientes de distorsion ky y k2 se inicializan a 0.

2.3.2. Modelos de camaras adaptados a caAmaras Scheimpflug

A continuacion se analizan las diferentes opciones que existen en la literatura para trabajar
con cdmaras Scheimpflug, donde existen diferentes modelos para tratar la inclinacion del

Sensor.

Comenzando por el trabajo de 2007 [Wan08], se propone un nuevo modelo de distorsion,
en el que contempla el modelo tradicional de las distorsiones radiales pero expone que las
distorsiones tangenciales y de prisma se compensan entre si porque ambos tienen una con-
tribucién a las distorsiones de prisma. Cambiando las distorsiones radiales y de prisma por
una matriz de rotaciéon. Donde en primera forma ésta seria la ecuacion (sin tener en cuenta

la rotacién):
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l v ] = [14 K1r? + Kor'] [ ! 1 (2.30)
Yd Y

Donde, K; y K> son los coeficientes de las distorsiones radiales, [z y 0]7 son los puntos en
la imagen sin distorsion y r? = 22 4+ y2. Afiadiéndole ahora la matriz de rotacién, los puntos

[Tdi Yai Zdi]T en el plano inclinado se calcularian de la siguiente manera:

Ldi Tq
Yai | =R | wa (2.31)
Zdi 0

Donde R, es la matriz de rotacién que cambia del plano ideal de la imagen al plano real,

donde este esté inclinado.

1 0 ¥
Ro=| 0 1 -0 (2.32)
— 6 1

Como se puede apreciar, sinf,cosf y sin,cos se han simplificado a 6 y ¥ ya que los

autores consideran estos pequenos.

[HaiO6] tiene en cuenta que debido al peso de las dpticas, éstas pueden inclinarse respecto
al sensor y generar cierta distorsion en la obtencién de las imagenes. Esta situacién se puede
apreciar en la Figura 2.10, donde se ve en la parte superior de la imagen cuando la camara
estd en su posicion ideal y en la imagen inferior cuando la lente se ha desplazado debido a la
gravedad y el eje Optico estd inclinado respecto al plano de la imagen.

a) ideal situation image plane
- P,
# principal point

optical axis

2 -
principal point

image plane

Figura 2.10: Relacion entre el eje 6ptico y el plano de la imagen [Hai06].

El tnico angulo que se tiene en cuenta es el ocurrido en el eje Y, esto es «, ya que es

el generado por la fuerza de gravedad. En el modelo matemético descrito en este trabajo,
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primero se calcula la nueva nueva distancia focal, f’, en el plano inclinado de la siguiente
f

cosa”

manera: f' =

El siguiente paso para calcular el punto P en el plano ideal E, conociendo las coordenadas
del punto P’ que se encuentra en el plano inclinado Es es el siguiente: Primero se calcula
la ecuacién del plano Es, después la ecuacion de la recta que va desde el punto P’ hasta el
centro 6ptico y finalmente hallar el punto P calculando la intersecciéon de esta recta con el
plano E;. Para ello definen los vectores del plano Ej: el vector b_i perpendicular a la gravedad
y el vector ¢1 en sentido contrario a la gravedad. Los del plano Ejs: el vector b; es idéntico a b_i
y el vector ¢35 se define teniendo en cuenta el &ngulo « y este vector normalizado se denomina

C2n, con lo cual el punto P = [X; Y; — f]7 en el plano ideal se calcula de la siguiente manera:

X; bay - (xpr — AZpp) + Cona - (ypr — AY,)
}/i =V bgy . (I'P/ — Axlpp) + Cong - (yPl — AYZIP) (233)
—f -f- b2y “Conz * b3e — (*b2z *Cony * b3y

Donde, z,, e y, son las coordenadas en el plano de la imagen inclinado sin quitarle la distorsion,
el vector b_;:, es el vector de direccion de la recta que va desde P’ hasta el centro 6ptico y Azpp,

Aypp son las desviaciones del punto principal en X y en Y respectivamente.

Como se puede apreciar, en este trabajo simplemente se tiene en cuenta un angulo de

desviacion provocado por el peso de la lente.

Un sistema de cidmara Scheimpflug con luz liser se propone en el trabajo de Li eta all
[Li07]. En este caso al angulo entorno al eje Y se denomina 6, aunque en este trabajo ese

angulo siempre se denomina como «. Se calcula « con la férmula:

!/

a= arctan(g) (2.34)

Donde, I’ es la distancia del sensor CCD a la lente y d es la distancia del centro de la lente
a la linea de Scheimpflug, unién de los tres planos, de la lente, del sensor y del objecto, que
en ese caso es el plano del laser. Para tener en cuenta este dngulo a la hora de proyectar un
punto en 3D al plano del sensor, obviando la matriz de rotaciéon y el vector de traslacion, las

coordenadas X e Y en el sensor se calculan de la forma siguiente:

x = Jozosa o (2.35)
ZCOsS (x + Y sin o
fy "y

Y= ¢ <=
2 COS (x + Y sIn «

Donde, z( e yg son el punto principal o centro de la imagen.

Con los valores de la matriz de rotacién y el vector de traslaciéon, se genera un sistema
de ecuaciones con 11 incognitas los que se les anaden las distorsiones, teniendo en cuenta el

modelo radial y el tangencial.
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Figura 2.11: Protocolo para la adquisicién de iméagenes propuesto en el trabajo [Lou06]

Las camaras Scheimpflug son utilizadas frecuentemente en "Stereoscopic Particle Image
Velocimetry" (SPIV),[Wie05], [Wil06], [Cou0l] , [Pra20], ya que estas camaras se pueden
enfocar cuando existe una visién oblictia y el ntimero f de apertura es bajo, y asi poder medir

el campo de velocidad en tres dimensiones en una seccién del flujo [KH93].

La obtencién de iméagenes del patrén de calibraciéon para poder calibrar las camaras
Scheimplfug, no es algo trivial y [Lou06] proponen un protocolo para llevar a cabo la ad-
quisicion de estas imagenes. Este consiste simplemente en rotar el target de calibracién como
se ve en la Figura 2.11.

El modelo matematico que proponen solo incluye un 4dngulo « (€ en el trabajo) entre el

plano del sensor y de la lente que se calcula de la siguiente manera:
o = arctan(M tan(pB)); (2.36)

Siendo M la magnifiaciéon nominal calculada como M = %, donde p; es la distancia de la

lente al sensor pgy es la distancia de trabajo y 5 el dngulo de visién. Posteriormente, para
calcular la proyeccién de un punto en el mundo ([X Y Z]T) al plano de la imagen, afiaden

una matriz de rotaciéon que contemple el d&ngulo « de la siguiente manera:

5 dpiz Rs-R T

Y 2.37
o (2.37)

S Ypix =A

S
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Donde Ry es la matriz de rotacion para contemplar el dngulo Scheimpflug y A la matriz de
proyeccién perspectiva. El mismo sistema de utilizar una matriz de rotacién con tres grados

de libertad para compensar el angulo Scheimpflug es utilizado en el trabajo [Fou04].

En [Wal01] también utilizan un par de camaras Scheimpflug, centrandose més en la obten-
cion de la posiciéon, dando por conocida la distancia focal de ambas camaras y también los

desplazamientos de las estaciones de rotacion, para anadir el &ngulo y de traslacion.

Finalmente, en el trabajo de [Sol97], utilizan una funcién de minimizaciéon de minimos
cuadrados polinémica con dependencias cubicas en x1 y x2 y con dependencia cuadratica en
3, como funcién de mapeo del mundo al sensor y se olvida de los parametros intrinsecos de

la camara.

2.3.3. Analisis critico de los modelos de ciAmaras adaptados a las

camaras Scheimpflug

Las camaras bajo la condicién de Scheimplug, han sido utilizadas en Steroscopic Particle
Image Velocimetry (SPIV), pero en los trabajos [Lou06], [Lou07], consideran una matriz de
rotacién con tres grados de libertad para compensar el &ngulo del sensor. Esto resulta en tres
grados de libertad cuando el tercero se puede fijar arbitrariamente y utilizar solo dos, fijando
éste en el plano del CCD, como se puede ver en la figura del proximo capitulo (apartado 3.2)
Figura 3.2. De ésta manera se asegura que se llegue a una tnica solucién. En otros trabajos,
contemplan solo angulos pequenos (cuando sinf ~ 6 ) y solo uno cuando pueden existir dos,
[Hai06] provocado por el peso de la lente y [Wan08] en el que consideran la inclinacion del
sensor otra distorsion diferente a la tangencial pero que solo es valida para angulos pequenos.
Finalmente en el trabajo [Li07], desarrollan un sistema de once ecuaciones en el que solo se
considera un adngulo para la cdmara Scheimpflug. Estos trabajos se resumen en la tabla 2.1,
donde la primera columna es el modelo analizado, la segunda el namero de grados de libertad
del modelo y en la tltima el tamano maximo de los dngulos, cuando se pone la expresion:
sin @ ~ 0, quiere decir que el angulo maximo que se contempla en el modelo tiene que cumplir

dicha expresion.

Tabla 2.1: Comparacion de los diferentes modelos de camaras adaptados a las caimaras Scheimpflug.

Modelo Grados de libertad | Angulo max.
[Lou06] [Lou07] 3 6
[HaiO6] 2 sinf ~ 6
[Wan08] 2 sinf ~ 0
[Li07] 1 sinf ~ 0
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Tras este estudio se ve la necesidad de crear un nuevo modelo de caAmara para camaras
Scheimpflug que tenga dos grados de libertad para que haya una solucion tnica pero a su

vez contempla los dos posibles d&ngulos de variacién en el sensor.

2.4. Triangulacién laser y calibraciéon de plano laser en

camaras Scheimpflug

La triangulacién léser es la tecnologia que se ha utilizado para la obtenciéon de medidas
tridimensionales de los objetos a medir. Para poder llevar a cabo estas mediciones el plano
laser ha de estar correctamente calibrado. A continuacién se hace un anélisis de los métodos
de calibracién existentes, previa explicacién de la triagulacion laser, su principal fuente de
ruido, ésto es el “speckle” (en castellano se puede traducir como mancha, al no ser precisa
esta traduccion se hablara de “speckle” a lo largo del trabajo) y los métodos existentes para

la correcta detecciéon del pico del laser.

2.4.1. Triangulacién laser

La triangulacién laser es una técnica ampliamente utilizada en la reconstrucion 3D. El
principio béasico de la triangulacién laser es el siguiente: Un punto o linea laser es proyectada
en una superficie, refleja y este reflejo es observado por la cAmara. Entre el eje de proyeccion y
el eje de observacién se crea un tridngulo, con un angulo 6, ver Figura 1.3. Con la localizacién
del punto observado en el plano de la imagen, conociendo la geometria de la caAmara (el modelo
de la cAmara ha de ser calculado) y conociendo la ecuacion del plano laser, se puede obtener

la ubicacién del punto en el plano laser en el mundo.

Sin embargo, la precisién en la localizacion del punto en la imagen proyectada, sufre una
incertidumbre fisica. En la Figura 2.12 se puede ver como en el CCD existe dos puntos
diferentes, el punto 1’ que es el punto del plano laser, y el punto 1’ que es el “speckle”
generado por la luz laser.

Figura 2.12: El ruido “speckle” en la triangulacion laser|H11].
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En la Figura 2.13 ;| se muestra cémo afecta el “speckle” en la incertidumbre posicional,

cuando una linea laser es adquirida por un sensor CCD.

Pixel amplitude

AIplitudeunceminty
N Mt Y )
1 M
S

11
—» e—Position uncertainty

11 l l

Pixel position

Figura 2.13: El ruido “speckle” limita la resolucion de la deteccion de la lineas laser [Ama01].

La incertidumbre en la deteccién un punto de la linea laser viene dada por 2.38 [Hi1]:

dx ~ Asinwu, (2.38)

donde lambda A es la longitud de onda de la luz laser y u es el angulo de la apertura de

observacion.

La incertidumbre en la localizaciéon lateral conduce a una incertidumbre en la medicion
de la distancia dz, que depende en la longitud de onda de la linea laser A, el dngulo de la

apertura de observacion u y en el dngulo de triangulacion 6, de la siguiente manera [Dor94]:

1 CA
0z = 27 sinfsinu’ (2.39)
donde C es el contraste del “speckle”, que en la triangulacion laser es igual a 1, C = 1. Como
se puede observar, §z decrece con dngulos de apertura més grandes y con longitudes de onda
més pequenas. Un superficie se considera épticamente rugosa si la variaciéon en altura de la

superficie es mayor que la cuarta parte de la longitud de onda, A/4 [Hi1].

Deteccion del pico del laser La precision en la deteccion del laser en el plano de la imagen
es fundamental para la precisién en la reconstrucion final 3D. El problema del “speckle” ha
sido analizado, con lo cual la eleccién del método para detectar el pico del haz de luz laser
en el sensor es importante. El perfil de la intensidad de la luz laser corresponde a una curva
Gaussiana [Bla86], por lo que el punto laser a buscar es el punto con maés intensidad, esto
es el punto mas alto en la curva. Si adquirimos una imagen de una linea ldser (como en la

Figura 1.7) vemos como la linea va de la parte superior de la imagen a la parte inferior pero
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si observamos la linea de pixeles horizontales, vemos la distribucién de la intensidad de la
linea laser en pixeles como se puede ver en la Figura 2.14. En ésta Figura también aparece

la localizacion aproximada del pico de la linea laser.

Approximate location

of peak

'

60 80 100 120 125 105 70 55

Figura 2.14: Valores de la intensidad de la luz en pixeles contiguos [Fis96].

Existen diferentes métodos para calcular la posicién del pico de la luz laser con precisién
sub-pixel. Asumiendo x como la posicién del pixel donde se encuentra el pico, § serd la
desviacion necesaria para alcanzar la posicion real del pico,es decir pico = x + 6. Fisher y

Nandy elaboraron la siguiente lista de los diferentes métodos [Fis96]:

s Aproximacion Gaussiana: Asumiendo que la luz laser sigue una distribucién Gaus-

siana la desviacién seré:

In(f(z = 1)) = In(f(z + 1))
In(f(z —1)) = 2In(f(x)) + In(f(z + 1))

= Centro de masas: La localizacién del pico se puede calcular con la media del peso,

1
°=3

asumiendo una distribucion Gaussiana:

fla+1) - flz—1)
fl@=1)+ f(x) + flz+1)

s Interpolacién linear: Este método asume una relacién linear en la distribucion de la

5:

intensidad de la luz laser.

Siflz+1)> f(z—1)
(flz+1) = flz—-1))
f(@) = flz—1)

1(f@+1) - flz-1))
2 fl@)-fl@+1)

= Estimacion parabdlica: Una versién continua del detector de pico se puede derivar

b=1
2

Sino
5=

de las series de Tylor:

fla=1) = flz+1)

o1
S 2(f(e+ 1) = 2f(x) + flz - 1))

» Detector de Blais y Rioux: En su trabajo [Bla86] Blais y Rioux introducen un filtro

linear de cuarto orden:
ga(@) = fle=2)+ fla—1) = fz+1) - flz+2)
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Estos operadores actian como unos derivadores numeéricos:
Si flzx+1)> f(z—1)

Sif(z+1) < f(z—1)
gla—-1)
g(x —1) — g(x)

» Método Forest et all: Un detector méas novedoso basado en un filtro FIR fue desa-

rrollado por Forest et all [For04]:
Yo - (#1 — o)
Y1 — Yo

Donde X es la posicion exacta del pico, y es el filtro de segunda orden lineal.

X:Io—

En [Fis96] se ha llevado a cabo una comparacion entre los métodos enumerados en la lista
anterior (a excepcion del método de Forest), testedndolos sin ruido, con diferentes niveles de
ruido y con informaciéon saturada. El detector de Blais y Rioux con un operador de cuarto
nivel y la aproximacién Gaussiana son los que menos error introducen respecto al resto de
métodos. Asimismo en el trabajo [For04] se han comparado el método de Forest con el resto
de métodos, concluyendo que cuando el ratio entre senal a ruido es baja el método de Forest

funciona mejor que el resto.

2.4.2. Técnicas de calibracién del plano laser

Como se ha visto hasta ahora, es realmente necesario conocer bien todos los parametros
de la caAmara para poder medir de forma precisa con ella, y si se utiliza un haz de luz laser
para obtener los objetos en tres dimensiones, l6gicamente, éste también ha de ser calibrado.
La calibracién del plano laser consiste en encontrar de la forma més precisa posible la férmula
que convierta las coordenadas en 2D recogidas en la camara a las coordenadas en el mundo

dentro del plano laser.

Existen dos variantes a la hora de solucionar el problema de la calibracién de un sistema
camara y laser. El primero consiste en modelar la cAmara en un primer paso, calculando los
pardmetros intrinsecos, extrinsecos y las distorsiones y una vez se conocen los parametros de
la camara calcular la ecuacién del plano laser. La segunda variante, consiste en utilizar el
mapeo directo entre el laser y la imagen como modelo, en el que la cdmara seria como una
caja negra y sblo se tendrian en cuenta el plano laser y el plano de la imagen, como entradas

y salidas del sistema.

Comenzando por la primera variante, en ésta el modelo de la camara, que relaciona un
punto en 3D con las coordenadas de la imagen, vendra dado por la ecuacion 2.17, y el modelo
del plano laser sera la ecuacién para definir este plano, bien en coordenadas de la imagen o

coordenadas en el mundo. Un plano laser se define como:

aX +bY +cZ+d=0 (2.40)
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Donde a, b, c y d son los parametros del plano a calcular en la calibracion. Cuando el plano
laser coincide con el plano XY del mundo, esto es Z,, = 0, el plano laser se puede calcular

simplemente obteniendo los parametros extrinsecos de la cAmara.

En la segunda variante, el plano laser y el plano de la imagen puede ser mapeados con
una funcion general. Asumiendo que el plano laser estd en el plano XY del sistema de
coordenadas de referencia, siendo las coordenadas en el plano laser (X, Yy) ¥ (Ximg, Yimg)
el punto correspondiente en el plano de la imagen, la relacién entre estos dos planos viene
dada por:

Xuw
Yo

Ximg

2.41
Yinng (2.41)

Donde M es la funcion general de mapeo.

Existen en la literatura diferentes métodos para llevar a cabo la calibraciéon del plano
laser y estas se pueden clasificar de diferentes maneras, por ejemplo en el trabajo [FC05], se

proponen cinco grupos:

= Pose, en la que la calibracién se lleva a cabo mediante estaciones mecéanicas de elevada
precision, p.e. [YOO03b], [YOO03a], [Shi71] [Nak88].

= Multiplexacién de tiempo, en las que la relacién entre el plano de la imagen y el plano

laser codificando los pixeles de cada posicién del plano, p.e. [Sat82], [XY98].

= Tabla de consulta, en las que se genera una tabla para relacionar la posiciéon y la

profundidad conocida, [AY94], [Tru] en ese tltimo la profundidad de campo es reducida.

= Fuclidiana, que consiste en medicines euclidianas, bien de forma automaética con res-
tricciones de colinearidad o coplanaridad, o bien utilizando un objeto conocido que se

utiliza como referencia o patréon de calibracion [Tak99], [Chu01].

= Finalmente, esta la proyectiva en la que se agrupan los métodos que tratan de encontrar
la matriz proyectiva que relaciona directamente el plano del laser con el plano de la
imagen (2.41), [Che96], [Rei96].

Existen métodos que relacionan directamente el plano del laser con el plano de la imagen,
buscando la funcién de mapeo M de la ecuacion 2.41. Comenzando por el trabajo de Chen y
Kak [Che87] en el que los puntos de control no se determinan explicitamente, si no que todos
estos puntos satisfacen la restriccién de ser colineares y se utilizan para calcular la matriz
de transformacion homogénea de 3y4 (Un caso particlar de la funcién de mapeo). Con una
idea similar pero utilizando la restricciéon de que los puntos son coplanares estan los trabajos
[Rei96] y [DeP96] y en [FCO5] proponen un método de calibracién basado en la invarianza
del cross-ratio utilizando un target de calibracién basado en la forma de un cuadrangulo
completo. Para terminar con los trabajos, que solo buscan la matriz de proyeccion estéan los

trabajos [Zha02a],[ZW13] en los que utilizan redes neuronales en el algoritmo de calibracion.
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También existen los métodos de calibracién que se llevan a cabo en dos pasos, primero la
calibracion de la camara y después del plano laser. Comenzando por [MclI99], en el que se
utiliza un target tridimensional que pasa longitudinalmente por debajo de la linea laser y con
la imagen de intensidades primero se calibra la cAmara y después el plano laser. Los trabajos
[FZ05] y [Huy97] también utilizan un target tridimensional pero los puntos del plano laser se
obtienen mediante la invarianza del cross-ratio. Pasando a targets de dos dimensiones, en el
trabajo, [Tid98], se utilizan para llevar a cabo ambas calibraciones pero el movimiento de este
esta controlado. Sin embargo en los trabajos [Wu03], [So12], [Kas10], el plano de calibracion
se coloca indistintamente, pero en el que se vea la linea laser. De ésta manera viendo el plano
de calibracion, se pueden obtener los pardmetros extrinsecos y después calcular la ubicaciéon

de la linea laser, asi tras varias imégenes se obtienes la ecuacion del plano laser.

En un trabajo reciente, [ZW13], utilizan una pieza de calibracién plana, que la sitdan en
diferentes posiciones pero a su vez colocan una esfera en encima de ese plano en diferentes
lugares y utilizan el plano obtenido con el calculo del centro de las esferas para calibrar el
plano laser. Otro trabajo interesante, es el trabajo [HT08] donde se lleva a cabo la calibraciéon
del plano laser en dos pasos, pero con una pieza con forma de sierra, de la que se utiliza la
zona plana para calcular las distorsiones y la sierra para obtener las homografias necesarias

para calcular el plano laser.

Finalmente, en el trabajo [Li07] en el que hacen uso de una camara Scheimpflug, realizan

la calibracion del plano laser, utilizando un target plano de calibracién.

2.4.3. Analisis critico de la calibracién camara laser

En la calibracion del plano laser se han estudiado los diferentes métodos existentes, los
métodos que calculan la matriz de proyeccién sin tener en cuenta los pardmetros intrinsecos
de la camara quedan descartados ya que al encontrarnos con una camara en la que el modelo
es especial y se desean obtener los angulos de desviaciéon es primordial calibrar primero la

cdmara y posteriormente calibrar el plano del laser.

Dentro de estos métodos que tratan de encontrar la ecuaciéon del plano laser, los que utilizan
targets de calibracién planos, son complicados de utilizar en las cAmaras Scheimpflug, puesto
que hay que cubrir todo el area de la profundidad de campo y ver siempre todos los puntos
del target de calibracién junto con la luz laser. Esto es una tarea complicada y los resultados

se ven afectados si no se consiguen ver enfocados todos los puntos de control del target.

Por estos motivos, la solucién que se plantea es utilizar un objeto similar a una sierra con
puntos facilmente detectables como target de calibracién que se pueda mover libremente en

el plano laser estando siempre en foco.
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2.5. Hipétesis

En este trabajo se proponen dos hipétesis principales:

La utilizacion de dos grados de libertad (que puedan adquirir cualquier valor) para modelar
una camara Scheimplug, con un método de calibracién basado en la creacién de imagenes
frontales, reduce los errores de reproyeccion obtenidos en el proceso de calibraciéon de una
camara Scheimpflug con respecto un modelo pin-hole que contemple las distorsiones tangen-

ciales con el proceso de calibraciéon de Zhang.

La utilizacion de un método de calibracion basado en una sierra con el que se cubre toda la
profundidad de campo de la cAmara Scheimpflug y del laser (que esta dentro de la profundidad
de campo de la camara) facilita la calibracion y la obtencién de resultados métricos con una

camara Scheimpflug con iluminacién laser.

2.6. Metodologia

A continuacién se describe la metodologia llevada a cabo para la comprobacion de las

hipotesis planteadas en la seccion anterior (2.5).

= Realizar un estudio del estado del arte sobre los diferentes modelos de ca-
maras existentes en la literatura centrando el anélisis en los modelos especificos
para las camaras Scheimpflug y las diferentes alternativas existentes para calibrar este
tipo de camaras. Estudiar también los diferentes métodos de calibracion del plano laser

en camaras Scheimpflug.

s Desarrollar un nuevo modelo matematico de camaras especifico para las
camaras Scheimpflug que contemple el angulo de inclinacion del sensor con respecto
al plano de la lente e implementar un nuevo proceso de calibraciéon adecuado al nuevo

modelo de cadmara.

= Elaborar un proceso de calibracion del plano laser adecuado al sistema ca-
mara Scheimplug con laser. Donde el la mayor parte del plano laser se encuentra

en foco.

= Evaluar y analizar los resultados obtenidos: De la calibraciéon del modelo de
cdmara que contempla la inclinacién del sensor con respecto a modelos clasicos. Del
proceso de calibracion del sistema cidmara Scheimpflug y laser. De la medicién de un
perfil real.

2.7. Conclusiones

A lo largo de este capitulo, se ha estudiado la profundidad de campo en las camaras

Scheimpflug. Esta tiene forma de cufia y se han desarrollado las ecuaciones para calcularla
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y también el plano de enfoque. Posteriormente se han analizado los modelos mateméticos
de camaras, detallando el clésico modelo pin-hole con el modelo de distorsiones completo y
los métodos actuales de calibracion deteniéndonos en el método de Zhang [Zha99] uno de
los mas utilizados hoy dia. Se han examinado los modelos de cdmaras existentes para las
camaras Scheimplflug, observando que o bien son para angulos pequenos y solo contemplan
uno o bien tienen una matriz de rotacién con tres grados de libertad que no son necesarios

puesto que uno se puede fijar.

A continuacion, se han detallado los métodos existentes en la literatura para calibrar un
sistema compuesto por una camara matricial y una luz laser. Estos se pueden dividir en dos
grupos, los que calculan directamente la relacién entre el plano laser y la camara, sin conocer
la geometria exacta de la caAmara y los que estan divididos en dos pasos; primero calibrar la
camara y después con esa informacion calibrar el plano del laser. Como la geometria de la
camara Schiemplug es diferente, se debe realizar una calibracién en dos pasos con la que se
pueda calibrar toda la profundidad de campo.

Finalmente se han propuesto dos hip6tesis de trabajo:

= Un nuevo modelo de cdmara, con dos grados de libertad, aplicable a todo tipo de
angulos, reduce el error de reproyeccion con respecto a los resultados del modelo pin-

hole con distorsiones tangenciales.

= Un método de calibraciéon basado en una sierra cubre correctamente toda la profundidad
de campo y asi se logran buenos resultados en la medicién de un perfil.
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CapITULO 3

Modelado y calibracién de cAmaras

Scheimpflug
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De entre los diferentes tipos de modelos de camara; es importante que los modelos sean
lo maés cercanos al modelo fisico de la camara. Por ejemplo cuando se estiman los parametros
intrinsecos de la camara, uno de ellos es la distancia focal (f). El valor real de este parametro
se puede conocer observando la lente de la cAmara. En ella aparece marcado el valor en mili-
metros de la distancia focal. Cuanto més se parezcan el valor de f estimado en la calibracion
y el observado en la lente, mejor serd la calibracién realizada. Las camaras Scheimpflug no
son unas cidmaras convencionales; el sensor no se encuentra alienado paralelamente con la
lente y en el modelo matemético convencional (pin-hole) no se contempla esta posibilidad.
Es importante que el modelo matemaético de la cAmara se ajuste lo maximo posible al modelo
fisico real de ésta, teniendo en cuenta los grados de desviacién que tienen los sensores de estas
cdmaras con respecto al plano de la lente (plano generado por la lente ver Figura 2.2). Este
angulo puede medirse fisicamente en la camara. Cuanto mas se aproxime el valor estimado

en la calibracién de este angulo mejor seré la calibracion.

En este capitulo se presenta un nuevo modelo matematico de camara, adaptado a las ca-
racteristicas fisicas de las cimaras Scheimflug. También se especifica el nuevo proceso de
calibracién elaborado para la correcta calibracién de estas camaras, detallando las caracte-

risticas que debe tener del patréon de calibracion adaptado para este tipo de camaras.

3.1. Introduccién

En el estudio del estado del arte se han analizado los diferentes métodos existentes en la
bibliografia para el modelado y calibracién de cdmaras normales como Scheimpflug. El modelo
estandar es el modelo pin-hole al que luego se le anade el modelo de las distorsiones. Este
varia dependiendo de las lentes que tengan. En cuanto a los trabajos que utilizan cdmaras
Scheimpflug, se ha observado que se han utilizado estas cAmaras para Steroscopic Particle
Image Velocimetry (SPIV), [Wie05], [Wil06], [Cou01] , [Pra20], ya que estas camaras se
pueden enfocar cuando existe una vision oblicia y el “numero f” (relacion focal) de apertura
es bajo, y asi se puede medir el campo de velocidad en tres dimensiones en una secciéon del
flujo [KH93]. En cuanto a los trabajos [Lou06] y [Lou07], han considerado una matriz de
rotaciéon con tres grados de libertad para compensar el dngulo del sensor. Esto resulta en
tres grados de libertad cuando el tercero se puede fijar y utilizar solo dos. De esta manera se
asegura que se llegue a una unica soluciéon. En otros trabajos, a parte de SPIV, contemplan
s6lo angulos pequefios y tan s6lo uno, cuando puede haber dos [Hai06], [Wan08] y [Li07]. En
este ultimo, desarrollan un sistema de once ecuaciones en el que sélo se considera un dngulo

para la camara Scheimpflug.

A continuaciéon se presenta un nuevo modelo mateméatico de camaras y su procedimiento
de calibracion, que tiene en cuenta dos grado de libertad correspondientes a los dos posibles

ejes de rotacion existentes en las cdmaras Scheimpflug, logrando asi una tnica solucion.
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3.2. Nuevo modelo matematico para caAmaras Scheimp-

flug

El modelo matemaético desarrollado para las caAmaras Scheimpflug est& basado en el modelo
pin-hole. En este ultimo, el plano de la lente es paralelo al plano de la imagen, pero en
las cdmara Scheimpflug, como ya se ha visto, el plano de la imagen se encuentra inclinado
respecto al plano de la lente. Esta inclinacién puede realizarse mediante dos angulos diferentes,
el angulo « (torsion del plano de la lente alrededor del eje X, ver Figura 3.1) y el dngulo
B (torsion del plano de la lente alrededor del eje Y, ver Figura 3.1). El tercer angulo de
rotacién , v, no es necesario ya que se puede elegir arbitrariamente el eje en (ver 3.1) del
plano inclinado coincidente con el del plano perpendicular, ambos en la misma direcciéon que

el eje horizontal del sensor.

Ycam
Plano de la imagen inclinado

—>7cam

Xcam ) o
Plano de la imagen inlcinado

—> Zcam

Figura 3.1: Diferentes angulos de inclinacion del sensor respecto al sistema de coordenadas de la

camara.

A la ecuacion del modelo pin-hole ecuacion 2.17, se han anadido estos dos dngulos a 'y 3,
donde « es el angulo entre en eje Y., y €l vector v, que puede ser escogido arbitrariamente
como la direccion vertical del plano inclinado de la imagen (ver Figura 3.2). 8 es el dngulo
entre en eje X.qm y €l vector u, que puede ser escogido arbitrariamente como la direccion
horizontal del plano inclinado de la imagen (ver Figura 3.2). Los origenes del plano inclinado
como del plano vertical son el mismo, ya que el plano perpendicular puede ser colocado

arbitrariamente.
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Ycam

>/.cam

Figura 3.2: Intersecciéon del punto en el mundo p,, tanto en el plano perpendicular de la imagen

como en el plano inclinado de la imagen, con 5 = 0.

Para transformar los puntos del plano inclinado al plano perpendicular (ver Figura 3.2),
tenemos es siguiente escenario: el punto p, = (Zw, Yw, 2w)’ €s un punto situado en el mundo
y 7 es una linea recta que va desde el punto p,, hasta el centro 6ptico o. Esta linea atraviesa

ambos planos, el plano inclinado de la imagen y el plano perpendicular de la imagen.

El vector u se define como: u = (cos(f3),0,sin(8))?. Este vector se encuentra en el plano
Xecams Zeam- El vector v es perpendicular a u teniendo un angulo « con el eje Y,4,,. Por

consiguiente, el vector v se define como: v = (—sin(a) - sin(3), cos(a), sin(a) - cos(B))T . Se

T

verifica también que u* - v = 0. La ecuaciéon de la linea r es:

T:A'pw :)\'('T’wayw7z’w)T (31)

El punto pp., proyectado en el plano perpendicular a la distancia f es:

DPper = (pperw)pperya f)T (32)
El punto ps;;; proyectado en el plano inclinado a la distancia f es:
peae = (0,0, /)T + Pritea - u + Pritey - v (3.3)

Con las ecuaciones (3.2) y (3.3), la linea recta que pasa por el punto py;; intersecta el plano

perpendicular:
A ((07 07 f)T + Ptiltz - U+ Ptilty * v) = (pperz,pperyv f)T

46



Resultando:

f
f + Prittz - sin B+ prigy - sina - cos B

(3.4)

Finalmente, se obtiene el punto en el plano perpendicular (pper,) conociendo el punto en el

plano inclinado con la siguiente ecuacién:
(pper;wppery)T =X (ptiltw : (COS 67 O)T + Dtilty - (Sin a - COSﬁ, COs a)T) (35)

Para llevar acabo la transformacion opuesta, esto es, calcular el punto en el plano inclinado
teniendo la informacion en el plano perpendicular, calculando las ecuaciones 3.2 y 3.3 sabemos

que:
Ap (pperxvpperya f) = (07 0, f)T + (ptiltx S U+ Dtilty 'U) (36)

De donde resulta:

Al'(pperzvpperw f) = (07 Ov f)T+(ptilt:1:'(COS ﬁ7 Ou sin B)T+ptilty'(_ sin a-sin 57 Ccos &, sin a cos B)T)
(3.7)
Utilizando la segunda columna, obtenemos que el punto del eje Y en el plano inclinado se

calcula:

A1 D
Drilty = 70():;@ (3.8)

Sustituyendo este valor en la primera y tercera columna de la ecuacién 3.7:

Arsina - sin B - ppery

)\1 * Ppera = Ptiltx * COS/B - (39)
Ccos o
. Arsina -sinf3 -
M f = f + Drite sin B+ = B Pyery
Cos o
De donde se calcula py;, de la primera ecuacion de 3.9, resultando:
DPtilte = )\1 . ( Z;ZZTE + Ppery * tan a - tanﬂ ) (310)
Finalmente, sustituyendo ppr, en la segunda ecuacion de 3.9 se obtiene:
/
)\1 tan o (3 1 1)

B f — Pperz * tanﬂ — Ppery * cos B

Un vez conocida A1 se pueden calcular los puntos en el plano inclinado, ps;;+, con la ecuaciéon

3.10 ¥ prirry con la ecuacion 3.8.

Para aplicar las distorsiones a este modelo de camara, los puntos observados (en el plano
inclinado) se tienen que transformar al plano perpendicular. Una vez que todos los puntos
se encuentran en el plano perpendicular, solo se tienen que aplicar las distorsiones
radiales y de prisma, debido a la simetria radial de las lentes respecto a su eje 6ptico
y al hecho de que el plano perpendicular, es perpendicular al eje 6ptico por el método de

construcciéon. Con lo cual las distorsiones tangenciales no son necesarias.
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Las distorsiones de la lente para el modelo de cdmara Scheimpflug se modelan de las

siguiente manera:

Tagist = Tuna(1 + k1% 4 kor® + kzr9) 4 5172 4 5974

Yaist = Yuna(1 + kir? + kar® + ksr®) + s3r? + sy (3.12)

Donde xg;st v Yaist son las coordenadas de los puntos distorsionados en la proyeccion del
plano perpendicular a distancia f=1; Zynq Y Yuna son las coordenadas de dichos puntos sin
distorsion; Los coeficientes de la distorsione radial son, ki, ko, k3 y los coeficientes de la

. ., . . 2 _ 2 2
distorsién de prisma son s1, S2, 3, S4. Finalmente r* =z, + v ..

Cuando se observa un pixel con una cadmara Scheimpflug, éste se encuentra en un plano
inclinado. En este plano no se pueden aplicar las distorsiones radiales debido a su simetria
con respecto al eje 6ptico. Para poder aplicarselas, el pixel se ha de transformas al plano
perpendicular utilizando la Ecuacién 3.5. Una vez esté en el plano perpendicular, se aplican
las distorsiones de la Ecuaciéon 3.12. Este modelo garantiza una solucién unica, ya que el
tercer grado de libertad en la rotacion ha sido fijado y solo se tienen en consideracion dos.
El siguiente paso es calcular los valores reales de los pardmetros intrinsecos de la cdmara,
que en este caso se sustituyen los dngulos « y 3, por los pardmetros de distorsiéon tangencial.
Estos ultimos pueden compensar los angulos de desviacion del sensor, cuando los dngulos son

pequenos (hasta 6°) como se demuestra en los resultados experimentales.

3.3. Proceso de calibraciéon desarrollado para el nuevo

modelo de cAmara

Una vez que se dispone del modelo de camara a utilizar se ha de desarrollar el proceso de
calibraciéon para calcular todos los parametros de la camara. A continuacion, se detalla este
proceso, comenzado por el patrén de calibracién disenado para esta cAmara y seguido por la

especificacién de todos los pasos necesarios de este proceso.

3.3.1. Patrén de calibraciéon para camaras Scheimpflug

El plano de enfoque en las cAmaras Scheimplug, no se encuentra paralelo al plano del
sensor y tiene una geometria de cuna. Esto implica que un patrén de calibracién plano no se
vea correctamente, en caso de ser amplio, si éste esta paralelo a la cAmara. En las siguientes
lineas se analizan los diferentes patrones de calibracion y finalmente se disefia uno especifico

para este tipo de camaras.

Patrones de calibracion

La finalidad de un patrén de calibracion, es aportar ciertos puntos, situados en el sistema

de coordenadas del mundo, de los que se conoce con mucha precision su ubicacién. Asi, al
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ser observados estos puntos con la cdmara, se puede calcular la relacién entre la cAmara y el

patrén y llevar a cabo la calibracién de la cdmara. Lo importante en estos patrones es que los

puntos de control se puedan detectar facilmente y con mucha precisién, después de obtener

las imagenes con las cAmaras. Por esto, dependiendo de las lentes que se usan y del tipo de

cdmara es més conveniente la utilizaciéon de un tipo de patrén u otro.

Existen diferentes tipos de patrones, de una dimensién de dos y de tres. Entre los patrones

de dos dimensiones tenemos:

Cuadriculas o tableros de ajedrez: Estos patrones son como un tablero de ajedrez,
con cuadrados negros y blancos de una manera contigua e intercalada, como se puede
observar en la Figura 3.3. Los puntos de control son las esquinas de cada cuadrado, ver
Figura 3.4, que se encuentran buscando los cambios de blanco a negro y viceversa, estas
esquinas se pueden detectar con precision sub-pixel, calculando la curva de degradacion
con las diferentes tonalidades de los pixeles grises. El tamano en milimetros de los
cuadrados ha de ser conocido. La principal ventaja es que son faciles de reproducir y

se pueden tener muchos puntos de control en un espacio reducido.

Figura 3.3: Patron de calibracion tablero de ajedrez

Circulos: Este tipo de patrones contienen un nimero determinado de circulos, ge-
neralmente negros sobre un fondo blanco y los puntos de control son los centros de
estos circulos. El perimetro de los circulos también puede ser calculado con precisién
sub-pixel. Un ejemplo de estos patrones se puede ver en la Figura 3.5. La distancia

entre los centros de los circulos se ha de conocer en milimetros.

Circulos concéntricos: En este caso cada circulo esta rodeado de varios circulos con
el mismo centro, ver Figura 3.6, los puntos de control seran las medias de los centros
de cada conjunto de circulos. En la Figura 3.7, se muestran los diferentes circulos
detectados y los centros de cada conjunto de circulos. Por ejemplo, en el conjunto de

circulos situado en la parte superior izquierda, tiene cinco circulos de diferente radio
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Figura 3.4: Puntos de control en el patrén tablero de ajedrez.
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Figura 3.5: Patron de calibracion con circulos.

pero de mismo centro. De esta forma se calcula el centro de los cinco circulos y se obtiene
la media de éstos. Teniendo un tnico punto de control por cada conjunto de circulos,
esto hace que se tengan menos puntos de control en un mismo &area que utilizando
simplemente circulos pero el error al calcular los puntos de control es menor, ya que el
mismo centro se calcula varias veces. La deteccién de los circulos se realiza con precision

sub-pixel al igual que con los circulos.

Circulos codificados: Los patrones con circulos codificados disponen de varios puntos
que estan rodeados por un cédigo circular tnico para cada punto. En la Figura 3.8 se
muestra una patrén con circulos codificados. En la Figura 3.9 se muestra un circulo
codificado, la codificacién binaria esta rodeando al circulo. Esta codificaciéon se realiza
mediante la identificacion del color (cuando el anillo esté en blanco se considerard un
1y si esta en negro se considerara un 0). Descodificando en el sentido contrario de las
agujas del reloj (comenzando con 0° hasta los 360°) todo el codigo se obtendra un array

de 0 y 1, en el que el nimero posible més pequeno sera el niimero correspondiente a ese
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Figura 3.6: Patron de calibraciéon con circulos concéntricos.
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Figura 3.7: Deteccion de los puntos de control en un patrén con circulos concéntricos.

punto de control. Las coordenadas dentro de la placa de ese punto de control se conocen
de antemano y estan guardadas en una tabla. Al calcular el nimero codificado, se busca
en la tabla ese nimero y se recogen las coordenadas. El calculo del punto de control en
pixeles, se hara de la misma manera que con los circulos, pero en este caso se tiene la
ventaja de que no es necesario ver la totalidad de los puntos para conocer su ubicacién,
como ocurre con el resto de patrones de calibracion, lo que ayuda a descartar puntos
de control en malas condiciones, que introducen mucho error en el caso de que no se
identifiquen y descarten. Estos patrones suelen venir impresos en unas placas ceramicas
que no varian de dimensiones respecto a la temperatura como ocurre con otro tipo de
materiales, la fabricacion de estas placas es de alta precision y los centros reales de los

circulos vienen con micras de precision.

Patron disenado

En las camaras Scheimpflug la profundidad de campo no es el area entre dos planos

paralelos al plano de la imagen. En este caso la profundidad de campo adquiere forma de

cuna y el plano de enfoque se encuentra en otro plano, como se ha mostrado en la Figura 2.5.

Por este motivo, el patrén de calibracién no puede cubrir toda la imagen de una vez, al ser un

plano a lo ancho y no a lo alto, muchos puntos de control estaran fuera de la profundidad de
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Figura 3.9: Codificacién de un punto

campo, resultando estar desenfocados, como ocurre en la Figura 3.10, donde los puntos en la
derecha de la imagen se encuentran desenfocados. Ademas, en caso de colocar todo el patréon
en el plano de enfoque los circulos del patrén se veran inclinados, provocando mucho ruido en
el calculo de los centros. El patréon a utilizar es un patrén con circulos concéntricos, como el
que se ve en la Figura 3.11, con dos columnas y tres filas, con un total de 12 puntos de control.
De esta manera todos los puntos de control estaran en foco sin tener que inclinar la placa.

Ademas los circulos concentricos dan mejores resultados que los patrones con cuadrados como

se demuestra en los resultado del trabajo [Dat09]. Por otro lado, los errores de planitud de la
placa de calibracién son importantes porque se asumen todos los punto en un mismo plano.

Por esto el patron de calibracion se ha imprimido en un papel de pegatina, y se ha pegado
en una chapa rectificada mecanicamente con alta precision.
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Figura 3.10: Al tener un plano de calibraciéon mayor que la anchura del plano de enfoque, los puntos

ubicados a la derecha de la imagen estan desenfocados.

Figura 3.11: Patron de calibracion disefiado.

Los puntos de control se detectan como se ha especificado en el anterior apartado “Circulos
concéntricos”. En la Figura 3.12 se muestran los puntos de control detectados, marcando el
primer punto (superior izquierdo) como punto inicial. Estos son los puntos necesarios para
llevar a cabo el proceso de calibracion. Al haber pocos puntos por cada imagen adquirida, se

tendran que realizar mas adquisiciones para cubrir la mayoria del plano de enfoque.

A continuacioén, se detalla el proceso de calibracion y se especifican todos los pasos seguidos

para calibrar la cAmara Scheimpflug.
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Figura 3.12: Deteccion de los puntos de control en el patron seleccionado.

3.3.2. Proceso de calibracion

Las coordenadas de los puntos de control del patrén de calibracion, es la informacién
necesaria para llevar adelante la calibracion. Con éstos ya detectados, el siguiente paso es
llevar a cabo el proceso de calibraciéon. Primero se necesita una inicializacién de los parametros
de la camara, para luego realizar una minimizaciéon y asi calcular con exactitud los parametros

de la camara incluyendo los angulos a y .

Primera inicializacion

Para comenzar el proceso de calibracion, el primer paso es realizar una calibraciéon con
el método de Zhang ([Zha99]), obteniendo los parametros intrinsecos de la camara en el
plano inclinado. Teniendo una estimacién (centro de la imagen) de las coordenadas del punto
principal en el plano perpendicular (C;, Cy) los valores iniciales de o y 8 se pueden calcular

con las siguientes ecuaciones:

B = arcsin(C, — C.)/F. (3.13)
o = arcsin(Cy — C,)/F, (3.14)
(3.15)

Siendo, C;, y C; las coordenadas del punto principal en el plano inclinado, y Fy y F la

distancia focal en pixeles en el plano inclinado, ver Figura 3.13.
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Figura 3.13: Calculo del centro de la imagen en el plano perpendicular a partir del centro de la

imagen en el plano inclinado.

Tras la primera inicializacién, todos los puntos observados se transforman al plano per-
pendicular de la imagen. Con todos los puntos en el plano perpendicular se realiza otra vez
la calibracién de Zhang, de esta manera se obtienen los pardmetros intrinsecos y extrinsecos
de cada imagen de la placa de calibracion, con respecto al plano perpendicular.

De esta manera, se ha calculado la primera aproximacién de los parametros intrinsecos y
extrinsecos de la cAmara con respecto al plano perpendicular del sensor, teniendo una primera

aproximacion de los angulos v y 3 con las ecuaciones 3.15.

Funciéon de minimizaciéon

Finalmente, para calcular con mayor precisiéon los parametros e incluir las distorsiones
radiales y de prisma se minimiza una funcién objetivo. Siendo en este caso la funcién objetivo

a minimizar:

C(A,a,/87Ri,ﬂ7k17k2,k3,81,82783,84) =
min Z?Zl Z;nzl Ppe;‘pij (A7a75) - Pp:i’l‘p(Aa RiaTia k'l, k27 k37 S1, 52, 83, 547ij) (316)

Donde Pp;,.p(A, R;, T, k1, ko, k3, 51, 82, 53, 84, P, ) €s la proyeccion del punto P, en el plano
perpendicular de la imagen i contemplando el modelo de distorsiéon definido en la Ecua-
cion 2.19. Ppe;pij (A,a,pB) es el punto (i,j) observado en la imagen transformado al plano
perpendicular, con « y S. Esta minimizacién no lineal se resuelve con el algoritmo de mi-
nimizacién Levenberg-Marquardt [Pre07]. Todos los parametros estan inicializados con los
valores obtenidos previamente en la primera inicializacién a excepciéon de los pardmetros de

las distorsiones tanto radiales como de prisma que se inicializan a 0.
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Proceso de calibracién

Debido a las distorsiones en la lente y en este caso por la inclinacién del sensor con respecto

al plano de la lente, los circulos que se encuentran en la imagen capturada por la camara

estan distorsionados, con lo cual la posiciéon exacta del centro de los circulos no se puede

determinar con precision. A fin de evitar este problema se pueden generar imégenes frontales

[Dat09], [Voll]. Estas imagenes frontales se obtienen quitando la distorsion de las iméagenes

originales obtenidas por la cAmara y proyectandolas al plano de la imagen frontal, situado en

las coordenadas del mundo. Como estas imégenes no padecen de distorsiones los puntos de

control pueden ser detectados con precision. En la Figura 3.14 se muestra, la imagen original

y la imagen frontal.

Figura 3.14: La imagen original adquirida por la camara Scheimpflug (izquierda) y la imagen

frontal generada (derecha).

El proceso final de calibracion se divide en cuatro pasos:

a)

En el primer paso, los puntos de control del patrén de calibraciéon se han detectado
utilizando en método de Ouellet y Hebert [Oue07]. Este método estima los parametros
de las caracteristicas de las elipses, tomando en cuenta la informaciéon del gradiente
en los limites de la elipse. Esto evite tener que calcular los bordes de la elipse con
exactitud. Las lineas perpendiculares al gradiente sobre todo el contorno de la elipse,
son se pasan al espacio dual donde se calcula en centro de la elipse. El valor real del
centro de la elipse se calcula conociendo su valor en el espacio dual, este método es

menos sensible al ruido [Oue07].

Con esos puntos, en el segundo paso, se lleva a cabo la primera calibracion, con el
proceso que se ha especificado en la Secciéon 3.3.2. Realizando la primera inicializacién
y la minimizacién de Levenberg-Marquart.

Los parametros que se han obtenido en la primera calibracién, a las imégenes originales

se les quita la distorsion y son re-proyectadas para obtener las imagenes frontales. En la
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Figura 3.14 aparecen ambas imAagenes a la izquierda la imagen adquirida por la cAmara
y a la derecha la imagen frontal generada a partir de la primera. Después, haciendo
uso del modelo sintético del target de calibracién y las imagenes frontales generadas
a partir de las imAagenes obtenidas, en la Figura 3.16 se muestra a la izquierda el
modelo sintético del target, imagen frontal generada de la que se conocen exactamente
la ubicacion de los centros de todos los circulos. Aplicando el método de Bouguet
[Bou00] se detectan los puntos de control en las imagenes frontales. Para encontrar
estos centros, se ha utilizado la versién iterativa dispersa del algoritmo “Lucas-Kanade
flujo 6ptico en piramides” [Luc81] implementado en OpenCV, comparando la imagen
frontal creada con la imagen sintética del patrén de calibracién que contiene los centros
ideales de cada circulo. Entre la imagen sintética y la imagen frontal generada existe
una desviacion tanto en X como en Y de los centros de los circulos (ver Figura 3.15). El
algoritmo de “Lucas-Kanade” permite crear una ventana por cada conjunto de circulo
que forman un punto de control, asi por cada punto se genera una ventana en la que
se busca la desviacion del centro entre las dos imagenes. Esto se puede realizar con
“Digital Image Correlation”, que tienen en cuenta también la desviaciéon en el eje Z,
pero como se utiliza una placa rectificada en la que la superficie es plana, se puede
utilizar la implementaciéon en OpenCV del algoritmo de “Lucas-Kanade”.

Como ultimo paso, estos puntos detectados en las iméagenes frontales se re-proyectan a
las iméagenes originales y se vuelve a hacer una calibracién, definida en 3.3.2, obteniendo

los parametros finales de la camara.

X
|

Figura 3.15: Comparacién entre un punto de la imagen frontal generada y de la imagen sintética,

mostrando un desvio en X elevado.

Siguiendo este proceso de calibracién, se logra calibrar correctamente las cAmaras Scheimp-

flug reduciendo el error de re-proyecciéon y obteniendo los pardmetros fisicos de la camara.
Es importante calcular los puntos de control del patrén de calibracién con la mayor precision
posible. Para ello se ha disenado un patrén de calibracién especifico para cdmaras Schiemp-

flug, donde los puntos de control son circulos concéntricos. Posteriormente en el proceso de
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Figura 3.16: A la izquierda imagen sintética, de la que se conocen la ubicaciéon de todos los centros

y a la derecha una imagen frontal generada a partir de una imagen obtenida con la cdmara.

calibracién, se crean imagenes frontales de todas las imagenes adquiridas, para recalcular el

centro de los puntos de control y asi garantizar una mayor precision.

3.4. Conclusiones

El nuevo modelo contempla los angulos de desviacién que tienen las caAmaras Scheimpflug
pero tiene en cuenta dos grados de libertad y no tres cémo ocurre en otros trabajos. Esto
implica que exista una tunica solucién para este modelo de camara. Ademéas el modelo de
distorsiones que se ha implementado tiene en cuenta las distorsiones radiales y de prisma,
puesto que las distorsiones tangenciales compensarian las desviaciones del sensor y confundi-
ria la minimizaciéon por redundancia de pardmetros. Este modelo tiene como base el modelo

pin-hole mas los angulos a y 5.

Se han analizado los diferentes patrones de calibracién y se ha disenado uno para las
camaras Scheimpflug. En éstas, el area de enfoque tiene forma de cuia, con lo cual no se
puede utilizar un patrén de calibraciéon plano mas ancho que esta cuna ya que los puntos
que estén fuera estan desenfocados. El patrén diseniado, tiene dos columnas por tres filas de
circulos concétricos, el calculo del centro en estos circulos es de mayor precisién puesto que

se calcula la media del los diferentes circulos.

El proceso de calibracién tiene dos principales pasos:

= En el primero se obtiene la inicializaciéon de los parametros en el plano perpendicular,
utilizando primero el método de Zhang para obtener informacién del plano inclinado y

luego pasar todo al plano perpendicular.

s Fl segundo paso consta de una minimizacién no lineal de una funcién objetivo. En este

caso el error a minimizar es el error entre la proyeccién al plano perpendicular de los
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puntos en el mundo y los puntos observados en el sensor inclinado transformados al

plano perpendicular.

Finalmente, se han especificado todos los pasos a seguir para calibrar la camara. Estos se
resumen en: detectar los puntos de control y llevar a cabo la primera calibracién, con esos
parametros se crean las imagenes frontales, en las que se vuelven a detectar los centros de
los puntos de control, y reproyectandolos a la imagen original se vuelve ha realizar la tltima

calibracion.
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CapIiTULO 4

Calibracion del sistema camara

Scheimpflug y laser
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4.1. Introduccion

La calibracion del plano laser puede realizarse de diferentes maneras. En el Capitulo 2 se
han resumido los métodos existentes en dos grandes grupos. El primero, en el que se relaciona
la observacion del laser con los pixeles directamente sin tener en cuenta la geometria de la
camara. El segundo, en el que se precisa tener un modelo de la cdmara, que previamente ha

sido calibrada.

En este caso, la camara tiene una geometria diferente a la de una cadmara normal, por lo
que es necesario tener primero un modelo adaptado a la cdmara que ya se encuentre calibrada

para calibrar el plano laser.

El objetivo de la cdmara Scheimpflug es que esté todo el plano del laser enfocado, como
se ha visto en la Figura 1.7, con lo cual es necesario un objeto de calibracién, que pueda
moverse facilmente por todo el plano del laser. Un objeto con forma de dientes de sierra es
el ideal para generar puntos en dos dimensiones estando todos los puntos enfocados (ya que
pertenecen al plano del laser).

La deteccién de la linea del plano laser, también es importante ya que se puede introducir
mucho error si la detecciéon no se hace correctamente. Ademas, cuando las superficies tienden
a ser especulares, muchas veces la imagen del laser se satura y se pierde informacion. A
continuacioén se detalla el método de deteccién de la linea laser implementado, que tiene en
cuenta la posible saturaciéon de los pixeles y el método de calibracién desarrollado utilizando

un objeto de calibracién con forma de sierra.

4.2. Algoritmo desarrollado para la deteccién del pico de

la linea laser: Gaussian 5 3

En el segundo capitulo se han estudiado los diferentes algoritmos existentes en la litera-
tura para la deteccion del pico de la luz laser. Existen diferentes aproximaciones, basandose
en la geometria que puede tener el haz de luz laser, bien una parabola, una Gaussiana o
calculando el centro de masas. A continuacién, se propone un método basado en la aproxi-
macion Gaussiana que estd mejorado para trabajar con lineas laser més anchas y manejar

correctamente la saturacion.

Una vez se ha detectado la posicién de pixel con mayor intensidad, de una seccién perpen-
dicular de la linea laser, la posiciéon més precisa del pico dentro de ese pixel, utilizando el

meétodo de aproximaciéon Gaussiana, se calcula con la siguiente ecuacién:

In(f(z—1)) —In(f(z + 1))
In(f(z —1)) = 2In(f(2)) + In(f(z + 1))
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Donde x es la posicion del pixel con mayor intensidad. Como se puede observar en esta
ecuacion, para realizar la aproximaciéon a la Gaussiana, se utilizan tres pixeles. El pixel de
mayor intensidad y sus dos contiguos. En el caso de que esté mas de un pixel saturado, dos
de los tres pixeles no seran validos y la aproximacién no serd correcta. Ademas, si se utiliza
un laser que abarque mas de tres pixeles la aproximacion tampoco sera exacta. Con lo cual se
han anadido dos términos mas a la ecuacién, los dos anteriores al pixel con mayor intensidad

y los dos posteriores.

La aproximacién Gaussiana con cinco términos queda:

3 In(f(x+2)+2In(f(z+1)) —2In(f(z — 1)) — In(f(z — 2))

0= CAln(f(z+2)+2In(f(z + 1)) — 6In(f(z)) + 2In(f(z — 1)) + In(f(z + 2))

(4.2)

Para que esta aproximacién sea aplicable a cualquier laser, se ha de conocer la anchura de
éste. En el caso de que la anchura del laser no llegue a cinco pixeles es preferible utilizar la
primera aproximacién con tres pixeles. Para discernir entre cuél de los dos se ha de aplicar,

en cada linea se ha aplicado el siguiente algoritmo:

= Una vez detectado el pixel con mayor intensidad, se obtiene el valor de los pixeles que
se encuentran en las posiciones +2 y —2 de éste. Se compara la intensidad de estos
con una cuarta parte de la intensidad maxima. En el caso de que uno de los dos sea
menor, la aproximacion a utilizar es la aproximacion con tres pixeles. Si no, se utiliza

la aproximacién con cinco pixeles.

= Se ha desarrollado un algoritmo para manejar la saturaciéon de los pixeles, cuando la
intensidad del pixel en escala de grises es 255. Este algoritmo también se basa en la
aproximacién a una curva Gaussiana. Primero se han de detectar cuatro puntos de la
curva, que sean correctos (sin estar saturados): Los puntos, son los dos tltimos pixeles
antes de los pixeles saturados y los primeros dos pixeles después de los tultimos pixeles

saturados.

= Con estos cuatro puntos y el nimero de pixeles saturados, se realiza una aproximacion
a una curva Gaussiana. Después en esta curva se calcula el punto con mayor intensidad

de la siguiente manera:
» Siendo la ecuacién de una pardbola: y = Ax? + Bz + C.

s La primera derivada es: y/ = 2Ax + B. Para calcular el maximo, la primera derivada
tiene que ser iguala a cero y/ = 0;, con lo cual la posicién del punto maximo es:
x = —B/2A;.

= Coémo el logaritmo de una parabola es una Gaussiana, los valores de y, se han recalculado

como: yn = In(yn). Siendo pt1 = (z1,yl), pta = (22,y2), pts = (x3,y3), pts = (x4, y4).

» El valor de A de la ecuacién es (ver Anexo D): A = (y2- (x1+1)? +y3- (dov+x1)% +y4-
(dz+214+1)2+21%2-y1)/dz® — ((dz+2-21+1)- (y3- (dr+ 1) +y4- (dr+21+1)+2x1-
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yl+y2-(z14+1)))/dz?+ ((dv+2-21+2-dz-21+2-212) - (y1 +y2 +y3 +y4)) /(2 dz?)
y el valor de B (ver Anexo D):

B = ((y3-(dz+2x1)+yd-(de+zl+1)+2l-yl+y2-(x1+1))- (dz* +4-da 21 +2-da> +
4-dz? 212 4+-4-do? - 21+ 3-d2’ +4-dv-214+2-dv+4-212 +4-21+1)) /(do* +dx?) — ((dz+
2-2141)-(y2- (x1+1)?+y3- (de+x1)? +y4- (de+x1+1)2 +212-yl)) /de? — (y1 +y2+
y3+yd)- (2-dot -2l +dot+6-dxd 212+ 6-dzd - 21 +2-d2® +4-da® 213 +6-da® - 212 +
6-dr?-x1+2-dr®>+6-dr-x12+6-dr- 2l +dr+4-213+6-212+2-21)) /(2 (dz* + dz?))

Donde de =xz3 —zl, 22 =x1+1y 24 =23+ 1.

El algoritmo de deteccién propuesto, se basa en la aproximacién gaussiana a la linea laser,
extendiéndola a 5 pixeles en el caso que sea necesario. Ademas, se ha elaborado un método
para obtener mayor precision cuando la linea laser estd saturada. A continuacion se detalla
el método de calibracion desarrollado para calibrar el plano laser una vez se ha detectado la

linea laser con precision subpixel.

4.3. Modelado y calibracién de la cAmara Scheimpflug y

el plano laser

El plano generado por el laser estd enfocado en su totalidad en la camara Scheimplug.
Para calibrar un sistema con tan amplia profundidad de campo, se necesita un objeto de
calibracion que esté enfocado a lo largo de toda esta profundidad. Si se utilizan planos de
calibracion de geometrias imprimidas en un plano. Como las detalladas en en Capitulo 3, la
luz laser dificulta la correcta deteccion de estas geometrias. Es preferible utilizar un objeto
de calibracion con forma de dientes de sierra. De esta manera se obtiene informacion en dos
dimensiones del plano laser. Este se puede mover con facilidad dentro del plano laser y los
picos y los valles de la sierra seran los puntos de control extraidos del objeto para llevar a cabo
la calibracion (ver Figura 4.1) en la que se muestra el esquema de las diferentes posiciones
de la sierra dentro del plano laser.

En la Figura 4.2 se muestra el objeto de calibracién con forma de dientes de sierra utilizado
para calibrar el sistema camara mas haz de luz laser. Como se puede apreciar, ésta es de acero,
cortada con la técnica de corte por hilo para tener mas precisién en su corte y que la superficie

quede oscura sin tener que darle ningin tratamiento superficial.

Cuando la sierra estd iluminada por la luz laser, se pueden apreciar con detalle los picos y
los valles por la que esta compuesta. En la Figura 4.3, se muestra la sierra empleada iluminada

por el laser y observada por la camara Scheimpflug.
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Figura 4.1: Esquema de la calibracién del plano laser empleando una pieza con forma de dientes

de sierra.

Figura 4.2: Sierra empleada para la calibracion del plano laser.

4.3.1. Puntos de control

La adquisicion de diferentes imagenes de la sierra (como se muestra en la Figura 4.3) se
puede hacer a lo largo de todo el plano de enfoque de la camara Scheimplug. Viendo siempre
el primer pico de la sierra, ya que éste sera el punto de referencia (0,0) para las coordenadas

en el mundo.

En la sierra disenada, los puntos de control son los picos y los valles que se encuentran
en ésta. Cuando la sierra se encuentra lejos de la camara, se apreciardn todos los picos y
los valles. Sin embargo, cuando esté cerca no se llegardn a ver todos aunque se ha de ver el
primero y un minimo de cuatro puntos, necesarios para calcular la homografia. Los pasos a

seguir para detectar los puntos de control en la sierra, son los siguientes:

= Primero se deben detectar todos los puntos de la linea laser en la imagen, con precisién

subpixel, aplicando el método especificado en la anterior seccién 4.2.

= Detectar los minimos y méaximos locales de la linea laser numéricamente, filtrando las

frecuencias altas anadiendo un valor minimo de diferencia entre los puntos contiguos.

» Calcular las ecuaciones de las rectas entre los maximos y los minimos contiguos. Con
los puntos existentes entre los maximos y minimos contiguos, se hace el fitting de estos

puntos a una recta. Para esto siendo la ecuacién de una recta:
Axr+By+C=0 (4.3)
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Figura 4.3: Sierra empleada para la calibracién del plano laser, iluminada con el haz de luz laser y

observada con la cAmara Scheimpflug.

Conociendo las coordenadas en pixeles de los puntos detectados, estos se ponen en

forma de matriz extendidas:

1 oy 1
To Y2 1

L=| . . . (4.4)
Tp Yn 1

La ecuacion de la recta también se puede representar de la siguiente forma:

L-| b |=0 (4.5)

Reduciendo el problema a: L- X = 0 siendo X = (abc)” la soluciéon de X es el autovector
relacionado con el menor autovalor de LT L. Realizando esta operacion, se obtienen las

ecuaciones de todas las rectas entre maximos y minimos existentes en la linea laser.

= Calculando el punto de interseccion entre las rectas contiguas, se obtienen los méximos

y minimos con mayor precision:
Aix+Biy+C; = A1z + Biy1y + Cita (4.6)
Siendo (z,y) las coordenadas en pixeles de los puntos de countrol.

Con estos pasos se calculan los puntos de control en pixeles. Siempre pueden existir problemas
en la precision de la fabricacion de la sierra, aunque se haya elaborado utilizando técnicas
precisas. Es importante cerciorase de las distancias entre los picos y los valles en milimetros.
Para obtener las distancias exactas, la sierra se ha medido con una méquina de medicién por
coordenadas y el calculo de los picos y los valles se realiza igual que con los puntos de la linea
laser. La esfera de la maquina de mediciéon por coordenadas puede no entrar correctamente

en los valles y es necesario realizar estos calculos.

4.3.2. Proceso de calibracion

Con los puntos de control necesarios para llevar a cabo la calibracién calculados con la

sierra, el siguiente paso consiste en calibrar el plano laser en todo el area de enfoque de la
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camara. Previamente, estos puntos se han corregido y pasado al plano perpendicular, ya que
se conocen los parametros intrisecos de la cAmara, realizando el procedimiento de calibraciéon

detallado en el Capitulo 3.

Al encontrase los puntos de control de la sierra en dos dimensiones (Z,, = 0), se puede
calcular la homografia (explicada en el segundo capitulo) que relaciona el plano del sensor con

el plano del laser, estos puntos se relacionan con la ecuacién 2.41; extendiendo ésta tenemos:

Ximg hii hia his Xuw
Yimg | = | hor haz  hos Yo (4.7)
1 h31  hza hssz 1

Por cada par de puntos (observado y del mundo), se puede reescribir la ecuaciéon para

adaptarla a mas puntos de la siguiente manera:

1 0 0 0 _Ximg : Xw _Xw : Y;ng _Ximg
0 Xw Yw 1 *Y;'mg : Xw *Yrimg : }/img *Y;'mg

(4.8)

Con cuatro puntos de control seria suficiente para obtener la homografia H. Simplificando
esta ecuacion (Ecuacion 4.8) a un sistema matricial Lh = 0 donde L es la matriz compuesta
por los pares de puntos. Se puede obtener h calculando el autovector relacionado con el menor

autovalor de LTL.

Una vez se ha calculado la homografia, se deben extraer la matriz de rotaciéon y el vector

de traslacién de ésta. Entonces si:

AT'H = ART
A7 hylhalhs] = [Mr1|Ara|AT] (4.9)
Donde
[rafl = [lr2]l =1 (4.10)

Debido a que estos dos vectores (1 y 2) son ortonormales entre si, aplicando las propiedades

de la norma de los vectores tenemos que:
[A™ hall = [A™ hal = A (4.11)

Resolviendo A: L L
_ AT Ml + [[A™ hol

A 2

(4.12)
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Con lo cual, la matriz RT quedaria:

A~'H

T =
R A

(4.13)

Finalmente para calcular la matriz de rotacién R quedaria por obtener el vector rs. Este
es perpendicular al plano formado por los vectores r1 y 72, asi que se calcula obteniendo el
producto de estos dos vectores: r3 = r1 X rs.

Este proceso se debe repetir para todas las imagenes adquiridas de la sierra y asi obtener
la posicion de cada una de ellas (R;,T;). Todas estas posiciones calculadas estan dentro del
mismo plano, el plano laser. Con lo cual, el vector normal de todas las posiciones obtenidas

debe ser el mismo.

Algoritmo de calibracién del plano laser:

a) Primero se inicializa el vector normal del plano laser como la media de todos los r3

(vector perpendicular de cada plano) de cada posicion, esto es:

S (419

Trma
n

Donde n es el ntmero total de imagenes. Elegimos como valor del eje X; , es decir
Tm,;1a proyeccion del eje correspondiente a ri; en el plano perpendicular a ry,,, para
cada imagen:

Pongs = 118 — (P1iTms )iy (4.15)
b) Calculando el producto vectorial entre r,,,, ¥ m, calcularemos el vector del eje ¥;:
Tma; = Tms X Tmy; (4.16)
c) Finalmente la matriz de rotacion para cada imagen resulta en:
R, = [Tmy; [Tma; [Tms) (4.17)

d) Se elige como base el plano de la primera imagen de la sierra (R,,, ). Una vez conseguida
la direccién de este plano, se debe de calcular la posiciéon de la proyeccion del punto
(0,0,0) de la primera sierra en dicho plano (7., ). Esto se realiza mediante minimizacion
de una funcion objetivo por cada imagen. Antes de la minimizacion, se calcula el d&ngulo

de rotacién de todas las imagenes con respecto a la primera:

Rim = R}, R, (4.18)
e) Después se lleva a cabo la minimizacion por cada imagen:

C(Rmz‘ ) Tmi) =min Z ||Ppi1j - PPAW]‘ (Aa Rim, T, Ry ij)” (4'19)
j=1

68



Donde Pp;xj (A, Ry, Ti, Ry, Py, ) es la proyeccion a pixeles de los puntos en el mundo
de la sierra, en la que la matriz de proyeccién se calcula mediante la multiplicacién de
Ry, con R, estando la primera fija y minimizando la segunda junto con el ventor
de traslacion T),,. Ppe; son los puntos de control de la sierra observados en la imagen

previamente corregidos y pasados al plano perpendicular.

f) Con los nuevos valores obtenidos de R,,, y Tr,, se calcula el nuevo vector normal:
Tmg = Rmi, (4.20)
g) Se calculan las proyecciones de los vectores T,, — T,y en el plano laser:
ATi = R%I[(Tml - Tml) - (ijvzbg (Tml - Tml))rmz] (421)
h) Finalmente se realiza una minimizacién de todas las imagenes:
n m
c(Ry, Tg) =min Yy > ||Ppia; — Ppia, (A, Ry, Rim, Ty, Deltar, Py))|| - (4.22)
i=1 j=1
Donde Ry T son los pardmetros que describen el plano laser. Cuando Z,, = 0, es sufi-
ciente con conocer los pardmetros extrinsecos. La funcién Pp;wj (A, Ry, s Rim, Ton, , Deltar, Py, )
es la proyeccion de los puntos de la sierra, conociendo Ry, Ty, v los Arp, Rip,.
i) Calculando R; y T; de la siguiente manera:
T, = Rn,Ar, +Thm, (4.23)
Donde P,;,; son los puntos de control observados en la camara en pixeles.
Para calcular el plano del laser, considerando Z,, = 0, se deben calcular los pardmetros

extrinsecos de la cdmara con respecto a una posiciéon dentro del plano laser. Todas las dife-
rentes posiciones dentro del plano ldser, comparten el vector normal del plano. Teniendo esto
en cuenta, se llevan a cabo dos minimizaciones. Primeramente se minimizan los parametros
de cada imagen y finalmente se minimiza todo el conjunto de imagenes para obtener los

parametros extrinsecos de la primera imagen con precisién. De la R y T se calcula facilmente

la homografia ya que H = A - [r1;79; T).

4.4.

Conclusiones

La deteccion del pico de la linea laser, es importante para poder medir y calibrar el

sistema camara Scheimpflug mas laser con precision. La observacion de objetos que tienden

a ser especulares genera brillos y posibles saturaciones de los pixeles perdiendo informacion

(aunque el objeto esté en movimiento para evitar el “speckle”). Se ha desarrollado un algoritmo

de deteccién de las lineas laser basado en la aproximaciéon Gaussiana, adaptado para calcular

con precision el centro de la linea aun cuando ésta tiene algtn pixel saturado.
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El método de calibracion presentado para el plano laser estd adaptado a las camaras
Scheimpflug. Estas necesitan de un modelo de camara especifico. Es por ésto que para calibrar
el plano laser primero se ha de calibrar la caAmara y calcular sus pardmetros intrinsecos. Al
estar toda la longitud del plano laser enfocada se necesita un objeto de calibracién que sea
facil de mover dentro del plano laser, aportando suficientes puntos de control para llevar a
cabo la calibracién. Con estos puntos se ha desarrollado un método de calibracién basado en

el vector normal del plano y la minimizacién de los errores de reproyeccion en el plano laser.
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CAPITULO 5

Resultados experimentales y

analisis de los datos
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5.1. Introduccién

En este capitulo se describen por un lado los resultados de la calibracién de una camara
Scheimplfug, testeando el modelo en simulacién y con una camara real. Por otro lado se
muestran los resultados de la calibraciéon del plano laser también en simulacién y con la
camara Scheimpflug mas el haz de luz laser. Finalmente, se comprueba la validez de todo
el sistema, llevando a cabo la reconstruccién 3D de un perfil de acero de alta resistencia,

comparandolo con el modelo obtenido con un maquina de medicién por coordenadas.

Con el modelo de camara y proceso de calibracion descritos en el capitulo 3 se han obtenido
los resultados de la calibraciéon de la cAmara Scheimplug. Para validar el modelo, primero se ha
llevado a cabo una simulacién. Se implementa el modelo y se generan varios puntos de control
definidos por el usuario que se proyectan a la camara y se lleva a cabo la calibracién. Se testea
con diferentes angulos de Scheimplug, comparando el error de reproyeccién de nuestro modelo
con el modelo pin-hole con distorsiones radiales méas las tangenciales(es decir el método de
Zhang), y la identificacion de los parametros originales. El siguiente paso consiste en llevar
a cabo la calibraciéon con una camara real que tiene un adaptador para anadir la inclinacién
del sensor con respecto a la lente. Este dngulo es aproximadamente de 6° en 5y 0° en a.
Para ello se han sacado diferentes imagenes del patréon de calibracién disenado para realizar
la calibracién. Igualmente, se ha comparado con el error de reproyeccion utilizando el modelo

pin-hole con distorsiones tangenciales (método de Zhang).

En cuanto a la calibracién del plano laser, el método implementado en Matlab es el descrito
en el capitulo 4. Al igual que con la validacién del modelo, primero se ha realizado una
simulacion del sistema, simulando la adquisicion de diferentes puntos en el plano laser y
calculando el error de reproyeccion en relacién al ruido introducido en la simulacién de la
deteccién de estos puntos. La calibracion real se ha llevado a cabo con la misma camara pero
anadiéndole el haz laser y se ha observado el error de reproyecciéon de los puntos de la linea

laser observada en base a diferentes sets de imégenes.

En el altimo apartado de los resultados experimentales, con ambas calibraciones ya valida-
das, se ha procedido a realizar la medicion de diferentes piezas. Primeramente se han medido
piezas de diferentes alturas (como las que se muestran el la Figura 5.6) para calcular la pre-
cisién en la altura. Finalmente, se ha reconstruido en tres dimensiones un perfil utilizado
en la industria y se ha comparado con el modelo obtenido en un maquina de medicién por

coordenadas.
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5.2. Resultados de la calibracién de la caAmara Scheimp-
flug

Los resultados de simulaciéon se han obtenido con el modelo modelo matemético de la
camara Scheimpflug implementado en Matlab en el que se han definido unos pardmetros
intrinsecos (para la simulacion no se han contemplado las distorsiones de prisma). Se han
definido 25 puntos de control, simulando los puntos de control de una placa de calibracién y se
han proyectado al sensor inclinado de la cAmara en pixels, utilizando el modelo matemaético de
Scheimpflug, con diez matrices de rotacién y vectores de traslacion simulando la adquisiciéon

real de diez diferentes imagenes de una placa de calibracion.

Para la calibraciéon real se ha utilizado una camara con un adaptador entre la lente y el
sensor que anade un angulo de 8 ~ 6° y a ~ 0°. Se ha desarrollado un programa en C++,
implementando el proceso descrito en el capitulo 3, apartado 3.3.2, donde se genera una
imagen frontal de las imagenes adquiridas para obtener una mayor precisiéon en el resultado
final de la calibracién.

5.2.1. Simulacién con diferentes angulos de Scheimpflug, compara-

cién modelo propuesto y pin-hole

Con los puntos simulados en el mundo y su proyecciéon en pixeles se ha llevado a cabo la
calibracién con dos modelos diferentes, el primero el nuevo modelo de cadmara Scheimpflug
propuesto en este trabajo, y el modelo pin-hole. Se han anadido diferentes cantidades de
ruido en la deteccion de los puntos en la imagen en pixeles (para conocer la robustez de
modelo frente al ruido) y se han probado diferentes angulos Scheimpflug en la proyeccion de

los puntos del mundo al plano del sensor.

Los siete angulos Scheimpflug que se han testado son los siguientes: 0°, 2°,4°,6°,8°,10°,30°.
El ruido que se ha anadido a los puntos observados, para simular el error que se comete en la
deteccion de los puntos de control, es un ruido de distribucion Gaussiana centrado en cero,
con diferentes desviaciones estandar. Las desviaciones estandar en pixeles utilizadas son las
siguientes: o = 0.1, 0.2, 0.5, 1. Para obtener los resultados que se muestran en la Tabla 5.1,

se han hecho diez calibraciones y los valores mostrados son la media de dichas calibraciones.

Los resultados muestran que el error de reproyeccién utilizando el modelo de caAmara pro-
puesto (Scheimpflug) se mantiene constante, independientemente del dngulo 8 del sensor.
Por otro lado utilizando el modelo estdandar (sensor perpendicular y distorsiones radiales y
tangenciales), la media del error se mantiene constante y similar al modelo Scheimpflug hasta
B = 6°, pero a mayores angulos, el error incrementa de una manera casi exponencial (ver
Figura 5.1). Lo mismo ocurre con el maximo de los errores y la desviacion estandar. En esta
Figura se puede apreciar facilmente cémo incrementa el error cuando se utiliza el modelo

pin-hole o estandar, a medida que se incrementa el angulo 8. Sin embargo, el error en el
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Tabla 5.1: Comparacion de los errores de reproyeccion en simulaciéon, del modelo de Scheimpflug

propuesto y el modelo pin-hole, aplicando diferentes angulos de Scheimpflug y ruido en la deteccién.

o Angulo SCH Media Maximo Std.
Scheimpflug Pin-hole Scheimpflug Pin-hole Scheimpflug Pin-hole

0° 0.1177 0.1146 0.3484 0.3415 0.0621 0.0608

2° 0.1167 0.1173 0.3474 0.3484 0.0599 0.0614

4° 0.1162 0.1176 0.3394 0.3623 0.0602 0.0616

0.1 6° 0.1178 0.1426 0.3246 0.4629 0.0614 0.0795
8° 0.1155 0.1475 0.3386 0.4803 0.0614 0.0807

10° 0.1173 0.2223 0.3426 0.7664 0.0612 0.1257

30° 0.1098 1.1089 0.3349 5.2690 0.0590 0.7740

0° 0.2323 0.2355 0.6569 0.6701 0.1197 0.1213

2° 0.2361 0.2357 0.6961 0.6915 0.1220 0.1227

4° 0.2336 0.2362 0.6525 0.7071 0.1224 0.1245

0.2 6° 0.2323 0.2349 0.6888 0.7016 0.1238 0.1232
8° 0.2341 0.2572 0.6944 0.7672 0.1208 0.136

10° 0.2336 0.3099 0.6814 0.9624 0.1215 0.1671

30° 0.2138 1.1083 0.6429 5.1730 0.1125 0.769

0° 0.5778 0.5875 1.7428 1.6323 0.3038 0.3098

2° 0.5864 0.5918 1.7479 1.7184 0.3044 0.3041

4° 0.5812 0.5840 1.8054 1.6233 0.3045 0.3038

0.5 6° 0.5762 0.5866 1.7126 1.7636 0.3025 0.3083
8° 0.5812 0.5995 1.6978 1.7570 0.3052 0.3195

10° 0.5818 0.6031 1.7017 1.7655 0.3072 0.3135

30° 0.5152 1.3785 1.6132 5.3593 0.2729 0.8193

0° 1.1646 1.1811 3.6242 3.5242 0.6250 0.6214

2° 1.1885 1.3163 3.5378 5.6797 0.6218 0.8406

4° 1.1591 1.3248 3.5029 5.9353 0.6089 0.8543

1 6° 1.1653 1.3343 3.3212 5.9102 0.5991 0.848
8° 1.1601 1.3346 3.4662 5.7111 0.6047 0.8253

10° 1.1595 1.3368 3.3752 5.9737 0.6049 0.8512

30° 1.1706 1.6242 3.3224 6.2117 0.6128 0.9461

modelo Scheimpflug se mantiene constante. Esto sucede porque las distorsiones tangencia-
les no pueden compensar la desviacion cuando el dngulo es mayor de 6° (las distorsiones

tangenciales son una aproximacion de x ~ sin(z), verdad para angulos pequenos).
)
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Figura 5.1: Representacion grafica de la media del error, valores extraidos de la Tabla 5.1.

5.2.2. Desviaciéon con respecto a los parametros iniciales

En esta prueba se ha querido comprobar la desviaciéon de los pardmetros intrinsecos
obtenidos después de la calibracién con respecto a los parametros iniciales del modelo de la
camara, variando la cantidad de ruido en la deteccién de los puntos de control. En el modelo
de cdmara simulado, se han inicializado a« = 0° y § = 6° y el ruido introducido es un ruido
Gaussiano con la media en 0, aplicando diferentes desviaciones estédndar: 0, 0.01, 0.05, 0.08,
0.1, 0.2, 0.5, 1, en pixeles.

Los resultados que se aprecian en la Tabla 5.2, muestran que existe una fuerte correlaciéon
entre la cantidad de ruido introducido en la deteccién de los puntos de control y el error en
los pardmetros recuperados de la cdmara. Cuando no existe ruido en los parametros éstos
se recuperan perfectamente, pero segin sube el nivel de ruido también lo hace el error de
la identificacién con respecto al valor inicial de los parametros. Con el modelo estandar los
errores en la identificacion de los pardmetros es siempre mayor que los obtenidos por el modelo

Scheimpflug. Como se puede apreciar en la Tabla 5.2, la detecciéon de los puntos de control
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Tabla 5.2: Desviacién respecto a los parametros originales en base al ruido con el modelo de cdmara

Scheimpflug.
o 8 @ fz fy Cz Cy k1 ko ks
0 6 0 12 12 640 512 -0.073  0.125  0.53

0.01 | 597 -0.016 11.999 11999 639.51 511.311 -0.0732 0.135 0.47
0.05 | 5.85 0.139 12.0027 12.0029 631.96 517.67 -0.0726 0.140 0.63
0.08 | 5.67 0.053 11.993 11993 625.65 513.07 -0.080 0.341 -0.32
0.1 | 5.53 0.049 11977 11977 61644 51292 -0.075 0.413 -2.53
0.2 | 457 -0.76 11.905 11.905 572.17 488.72 -0.118 1.585 -10.88
0.5 | 3.53 -1.05 11.953  11.955 526.01 479.63  0.0021 -1.272  13.67
1 3.15 -0.80 11.767  11.769 458.50 500.56 -0.233  2.085 -18.68

en la imagen se debe realizar con un error menor a 0.01 pixeles para obtener los pardmetros

originales de la camara con errores despreciables.

5.2.3. Resultados de calibracién con una cimara real

Para la obtencién de los resultados experimentales, se ha utilizado una cdmara con un
adaptador para afiadir el angulo Scheimpflug. Esta cAmara es una “uEye” con una resoluciéon
de 1280x1024, el adaptador para anadir el angulo Scheimpflug tiene aproximadamente 6° en
la direccion x, con los cual el angulo es 8 y la distancia focal de la caAmara es aproximadamente

12 mm.

Se han obtenido diferentes imégenes del patréon de calibracién en varias posiciones y orien-
taciones relativas a la camara. Se han adquirido 40 imégenes, cada una de ellas contiene 6
puntos de control. Para calibrar se han utilizado cuatro sets diferentes de imagenes, con 40,
30, y dos sets de 20 imagenes, 20 A y 20 B.

Comparativa entre el modelo propuesto y el modelo pin-hole

A continuacion se detallan los resultados obtenidos de la calibraciéon de la caAmara Scheimp-
flug. El error medio de reproyecciéon en el primer paso de la calibracion, antes de generar las
imégenes frontales, ver el proceso en el Capitulo 3 seccion 3.3.2, estan en el orden de 0.04
pixeles para ambos modelos y un error maximo en 0.14 pixeles. Sin embargo, cuando los pun-
tos de control se detectan en la imagen frontal, al reducirse el error generado en la deteccion
de estos puntos, el error de reproyeccion final se reduce en mas de un 50 %. En este caso, el
error se reduce a 0.017pixeles. Los resultados de las cuatro calibraciones diferentes llevadas
a cabo se muestran en las Tablas 5.3 y 5.4. Anotar que cuando se exponen los resultados del
modelo pin-hole no existen los valores para los angulos « y 5. En su lugar se muestran los
valores de los parametros de distorsiéon tangencial p; y p2. Comparando los resultados del

modelo de camara Scheimpflug y del modelo pin-hole en términos de la media del error de
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reproyeccién, éstos son similares, aunque con el modelo propuesto se consiguen resultados
ligeramente mejores: 0.0166207pixeles contra 0.017567pixeles del modelo Zhang. Esto mismo
ocurre con respecto al error méximo y a la desviacién estandar. El angulo 3, identificado en
5.5125° (media de todas las calibraciones) es cercano a los 6° medidos manualmente en el
adaptador (aunque dicha medida no es posible realizarla con precision debido a la dificultad
de acceso al sensor) que anade la inclinaciéon del sensor, el dngulo « identificado por su parte
esta cerca de los 0° (concretamente el resultado medio es de —0.11°).

La reduccién del error de reproyeccién, de los primeros resultados antes de generar las
imagenes frontales con los finales, se ve graficamente en la Figura 5.2, donde en la parte
izquierda se aprecia una distribucién dispersa del error y como este se concentra maés, al usar

las imagenes frontales, en la parte derecha.

Ertor Distribution (in pixels) First Calibration Etvor Distribution (in pixels) Second Calibration
02- 0.21
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* o0&
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Figura 5.2: Comparacién de la distribucion del error de reproyecciéon en el primer y segundo paso

del proceso de calibracién, primero sin imagenes frontales y el segundo con las imagenes frontales.

5.3. Resultados de la calibracién del sistema cAmara Scheimp-

flug y laser

El método de calibracion para el plano laser, detallado en el capitulo 4, se ha verificado
también de dos formas diferentes. Primero, se ha realizado una simulacion del sistema camara
laser en Matlab, simulando la adquisicién de los puntos de la sierra y luego procediendo a su
calibracion. Después se ha realizado la calibracién real del sistema camara Scheimpflug mas

laser. A continuacién se detallan los resultado obtenidos en ambos casos.
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Tabla 5.3: Resultados de la calibracién real de una camara Scheimpflug con un angulo de aproxi-

madamente 6°.

Parametros 40 imégenes 30 imégenes

Scheimpflug Pin-hole Scheimpflug Pin-hole

fx (mm) 12.831433 12.812342 12.809114 12.815072
fy (mm) 12.743328 12.710161 12.712691 12.704975
Cx (pixeles) 756.573509  674.933276  815.387768  696.724998
Cy (pixeles) 502.780813 425454525  468.684987  430.162951
k1 -0.106806 -0.116922 -0.096174 -0.115703
k2 0.017279 0.197587 0.243676 0.124015
k3 1.393535 0.867689 2.298234 1.331812
o (grados) 0.032503  (p1)-0.012339  -0.579360  (p;)-0.011556
B (grados) 5.008451  (p2)0.029425  6.050243  (p2)0.032745
s1 -0.005692 -0.031290 -0.009444 -0.036260
s2 0.029273 0.025648 0.037420 0.032717
s3 0.002493 0.019910 0.005387 0.019127
sd -0.007630 -0.024683 -0.013006 -0.025327
Mean Err.(pixeles)  0.016807 0.017683 0.016064 0.017720
Max Err. (pixeles)  0.049286 0.053334 0.041636 0.048386
Std.Dev. (pixeles)  0.010076 0.010896 0.009554 0.010937

5.3.1. Deteccién del pico del laser

Para comprobar el método de deteccién de la linea laser, se ha evaluado la dispersiéon de
los centros de la linea laser detectados. Con todos los centros de la linea laser detectados se
ha calculado la minimizacién a la linea recta teérica. Después se ha calculado la distancia de
cada punto a la recta. Esta distancia se representa como “d” en la Figura 5.3, después se ha

calculado la media de todas estas distancias en valores absolutos.

Se han utilizado dos piezas diferentes para llevar a cabo las pruebas, la primera es un placa
de calibracion con circulos codificados, como la mostrada en el capitulo 3, ver Figura 3.8 y
la segunda es una pieza circular, semejante a un disco, con dos diferentes alturas, ver Figura
5.6. Estas pruebas se han realizado tanto en estitico como en movimiento. En la Tabla 5.5,
se muestran los resultados de los errores de minimizacion en pixeles de los diferentes métodos
de deteccion. Primero con la pieza circular en estatico, después con el plano en movimiento
y finalmente con el plato llano en estatico y en movimiento. En la Figura 5.4 se muestran
cuatro de las imagenes utilizadas con la deteccion de la linea laser realizada con el método
Gauss_5_ 3.
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Tabla 5.4: Resultados de la calibracion real de una camara Scheimpflug con un angulo de aproxi-

madamente 6°.

Parametros 20 imégenes A 20 imagenes B

Scheimpflug Pin-hole Scheimpflug Pin-hole

fx (mm) 12.821121 12.706116 12.913183 12.850973
fy (mm) 12.731420 12.616661 12.823791 12.764346
Cx (pixeles) 796.249102 650.882789 770.305978 618.011771
Cy (pixeles) 517.657297 409.756448 482.00162 421.363186
k1 -0.133806 -0.107102 -0.104970
k2 0.123771 0.351417 0.091483 0.172199
k3 0.493106 0.562391 0.476333 0.616820
a (grados) 0.331468  (py) -0.015425  0.370020  (p;) -0.013109
B (grados) 5.755031 (p1) 0.025110 5.254052 (p1)0.020857
sl -0.008945 -0.004999 -0.018566
s2 0.038675 0.037727 0.023332 0.017018
s3 0.004345 0.001578 0.003245 0.019832
s4 -0.013326 -0.003212 -0.011756 -0.028885
Mean Err.(pixeles) 0.016106 0.017855 0.016384 0.017010
Max Err. (pixeles) 0.043876 0.046347 0.045698 0.048157
Std.Dev. (pixeles) 0.009483 0.010684 0.009263 0.009256

Figura 5.3: Distancia medida para el céalculo de la dispersion del centro de la linea laser (d =

distancia en pixeles).
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Tabla 5.5: Resultados de los errores de minimizacién en pixeles de los diferentes métodos del calculo

de la linea laser.

Gauss_5 3 BR4 Forest COG3
Pieza circular estatica 0.225pix 0.231pix  0.215pix  0.2788pix
Pieza circular en movimiento 0.0802pix  0.0923pix 0.0796pix 0.165pix
Placa calib. estético 0.247pix 0.278pix  0.254pix  0.266pix
Placa calib. en movimiento 0.133pix 0.351pix  0.209pix 0.6pix

Figura 5.4: Cuatro de las imégenes utilizadas para el calculo del desvio de la linea laser aplicando

el método Gauss_5_ 3. Comenzando por la izquierda, primero se muestra la pieza circular estatica,

seguida de pieza circular en movimiento, después la placa calib. estatico y terminando con la placa

calib. en movimiento.
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‘ Gauss_5 3  Forest
Pieza circular saturada ‘ 0.1481pix  0.31pix

Tabla 5.6: Resultados de los dos métodos comparados cuando la imagen esta saturada.

Los resultados entre el método de Forest y en método propuesto Gauss 5 3 son simi-
lares entre si. La principal diferencia reside cuando en la imagen aparecen algunos pixeles
saturados, en ese caso el algoritmo Gauss_5 3 logra una menor desviaciéon. Para comprobar
esto se ha realizado una prueba con muchos pixeles de la linea laser saturada (solo entre
el algoritmo de Forest y el propuesto Gauss_5_3). En la Figura 5.5, se muestra la imagen
utilizada aplicando la deteccion de los dos algoritmos. A la izquierda se muestra el resultado
con del detector Gauss_5 3y a la derecha el resultado con el detector de Forest. En la Tabla
5.6 se muestra el resultado de la comparaciéon entre los dos métodos, observiandose un mejor

resultado con el método Gauss_5 3.

El nuevo detector de picos de la linea léser, tiene un comportamiento similar a los métodos
BRA4 y Forest pero cuando aparecen pixeles saturados éste tiene menor dispersion. Si aparece
un brillo puntual este método se vera menos afectado. Mover la pieza segin se realiza la

captura de la imagen, reduce la dispersion en la deteccion de la linea laser [Bla86].

5.3.2. Simulacién de la calibracién del plano laser

La obtencion de resultados de simulacién de calibracion del plano laser se ha obtenido
con el modelo modelo matemético de la caAmara Scheimpflug implementado en Matlab en
el que se han definido unos pardametros intrinsecos. Se han definido diferentes puntos de
control simulando los puntos de control de una sierra intersectada por el plano laser y se
han proyectado los puntos de la linea laser intersectada al sensor inclinado de la cdmara en
pixeles. Con esos puntos se ha calculado el plano laser siguiendo el método especificado en el
capitulo 4 en la seccién 4.3. A los puntos de control se le ha anadido diferente cantidad de
ruido Gaussiano para simular el error que se comete en la deteccién de los puntos de control
en la linea laser. Una vez calculado el plano laser se han reproyectado los puntos al sensor y

se ha calculado la diferencia entre lo proyectado y lo observado en la camara.

La Tabla 5.7 se muestran los resultados de 10 simulaciones de calibracién diferentes por
cada o, desviacion estdndar, introducida como ruido a la deteccién de los puntos de control.
Se muestran también la media del error de reproyeccion, el valor maximo del error y la

desviacion estandar (Std) de éste.

Como se puede apreciar en la Tabla 5.7, el ruido influye en el resultado final pero el

resultado final siempre es inferior al ruido introducido.
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Figura 5.5: Izquierda resultado de la aplicacion del detector Gauss_5 3 con una imagen saturada.

Derecha resultado de la aplicacion del detector Forest con la misma imagen saturada.
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Tabla 5.7: Resultados de la simulacién de la calibracién del plano laser en base al ruido, mostrando

el error de reproyeccion en pixeles tanto en X como en Y.

o Media(pixeles) Maximo(pixeles) Std(pixeles)
01 X 0.0649 0.1923 0.0821
Y 0.0633 0.1853 0.0794
0.9 X 0.1173 0.3391 0.1472
Y 0.1295 0.3938 0.1627
X 0.3167 0.9534 0.4009
05 Y 0.3481 1.105 0.4452
1 X 0.6127 1.8230 0.7731
Y 0.6746 1.9832 0.8458
5 X 1.2624 3.6502 1.5735
Y 1.3629 4.0605 1.7329

5.3.3. Resultados reales de la calibracién de un cAmara Scheimpflug

con un laser integrado

La camara utilizada para la obtencién de los resultados reales de la calibracién del plano

laser es la utilizada para realizar los ensayos previos.

La calibracién se ha llevado a cabo siguiendo los pasos especificados en el Capitulo 4. Se
ha colocado el plano laser perpendicular a la superficie de apoyo y se han obtenido diferentes
iméagenes de la sierra (ver Figura 4.2) de calibracién iluminada por el haz de luz laser,
cambiando la sierra de posiciones y de distancias respecto de la caAmara. Una vez detectados
los puntos de control, se ha realizado en proceso de calibraciéon con 6 sets diferentes de
imégenes. En el primer set se disponian de 8 imagenes, en los siguientes: 10, 12, 14, 16, 18
y 20. En la Tabla 5.8 se muestran los resultados de las calibraciones con diferentes sets de
imé&genes, basados en el error de reproyeccion, mostrandose en la tabla el nimero de imagenes,
la media del error de todos los puntos utilizados, el error maximo y la desviacién estandar

del error.

Los resultados de la tabla 5.8 indican que el método es estable, ya que el resultado es
muy similar en todos los casos independientemente del nimero de imagenes utilizado para la

calibracién, con un error medio en el eje X de 0.5pixeles y de 0.9pixeles en el eje Y.

5.4. Resultados de las mediciones con la cAmara Scheimp-

flug y el laser

Una vez validada la calibracién del sistema camara Scheimpflug mas léser, se ha de com-

probar la precision que se obtiene a la hora de realizar mediciones en diferentes objetos.
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Tabla 5.8: Resultados de la calibracién real del plano laser con diferentes sets de imagenes, mos-

trando el error de reproyecciéon en pixeles tanto en X como en Y.

Num. imégenes Media(pixeles) Méximo(pixeles) Std(pixeles)
8 X 0.5352 2.0212 0.5667
Y 0.8861 3.1241 1.0192
10 X 0.5088 2.072 0.5323
Y 0.9224 3.1911 1.0177
12 X 0.5164 2.0878 0.5574
Y 0.9275 3.309 1.0186
14 X 0.5302 3.239 0.6014
Y 0.9388 3.5918 1.0243
16 X 0.5126 3.2739 0.5761
Y 0.8960 3.5549 1.0187
18 X 0.4989 3.2638 0.5727
Y 0.9034 3.624 1.0209
20 X 0.4863 3.2465 0.5511
Y 0.8776 3.7505 1.0164

Primero, se ha comprobado la precisién midiendo piezas de diferentes alturas y a continua-
cién se ha medido un perfil fabricado con un acero de alta resistencia. A continuacion se
detallan los resultados obtenidos con la cdmara Scheimpglug.

5.4.1. Medicién de discos con diferentes alturas

Para comprobar la precision en la medicién de alturas se han utilizado cuatro piezas con
diferentes alturas, ver Figura 5.6, son piezas metalicas negras y circulares con dos alturas
diferentes en cada una, la base y la parte alta. Se colocaron debajo de plano laser una a una

y se calcul6 la diferencia entre la base y la parte alta de cada pieza.

Por otro lado éstas piezas se midieron en una maquina de medicion por coordendas (MMC),
adquiriendo tres puntos por cada superficie y calculando la distancia entre los dos planos
generados, el plano de la base y el plano de la altura. En la Tabla 5.9 se muestra primero el
resultado de la medicion de las piezas con la MMC y junto a ésta el resultado de la medicion
con el sistema de caAmara Scheimpflug més laser, en la ultima columna se muestra la diferencia
entre ambas mediciones. Las cuatro piezas tienen una diferencia entre la base y la altura de:

15mm, 2bmm, 3bmm y 4bmm.

Estos resultados nos muestran que cuanto mas lejos se esté de la cAmara peor es la precision,
algo logico pues los errores se propagan con la distancia. No obstante los errores son del orden

de 3 centésimas.
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Figura 5.6: Discos con diferentes alturas utilizados para la comprobacién de la precisién en altura.

MMC(mm) Céamara Sch + Laser (mm) Diferencia (mm)

15.0033mm 15.0932mm 0.035mm
25.0066mm 25.0474mm 0.032mm
34.996mm 35.008mm 0.012mm
45.0200mm 45.006mm -0.013mm

Tabla 5.9: Comparacién entre la mediciéon de la altura de diferentes piezas con una maquina de

medicién por coordenadas (MMC) y el sistema de caAmara Scheimplfug méas laser.

5.4.2. Reconstruccion de perfiles en 3D

El proyecto RFExpert en el que se enmarca éste trabajo, trata de mejorar el proceso del
perfilado aportando soluciones desde diferentes técnicas, una de ellas la visién artificial. Por
ello se ha realizado la reconstruccién en 3D de un perfil utilizando la cdmara Scheimpflug

calibrada con los métodos especificados en éste trabajo.

El perfil utilizado para comprobar la validez del sistema es de un acero de alta resistencia,
como se muestra en la Figura 5.7. Los principales problemas que tiene este perfil es que
existen zonas de oclusién y la luz laser no llega a iluminar correctamente el perfil y los

reflejos producidos por los pliegues metélicos que generan brillos en la adquisicion del perfil.

Se ha medido el perfil colocandolo debajo del laser de la cAmara Scheimplug y moviéndolo
debajo de ésta, en el sentido del eje X que se muestra en la 5.7. Se ha grabado un video
(para que el “speckle” afecte menos) y posteriormente se han extraido varias lineas y se han
generado los puntos en 3D del perfil. Todos estos puntos se han cargado en el programa
“Geomagic studio” para su mostrarlos y generar una superficie uniforme a partir de todo los

puntos.

Posteriormente, se ha medido el perfil en en una maquina de medicién por coordenadas y se
ha obtenido otro modelo 3D del perfil, que también se ha cargado en el programa“Geomagic

studio” y se ha generado otra superficie con todos los puntos.

Finalmente, con los dos modelos en el programa “Geomagic studio” se ha llevado a cabo
un “Best fitting” (mejor ajuste) entre los dos modelos para aproximarlos lo méas posible y asi

poder comparar los dos modelos obtenidos. En la Figura 5.8 y Figura 5.9 se muestran los
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Figura 5.7: Perfil de acero de alta resistencia utilizado para comprobar el sistema.
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s

3D Deviation
M+ 0,500 /-0.423 om y
Average +7- 0,080 /0,088 mm Zsis
Standard Deviatiors 0,114 m

Figura 5.8: Resultado de la comparacion entre el modelo del perfil generado por una maquina de
medicién por coordenadas y el modelo 3D generado a partir de las imagenes captadas por la camara,

vista 1.

resultados de la comparacion entre los dos modelos, el obtenido con la cAmara Scheimpflug

mas laser y el logrado con la maquina de medicién por coordenadas.

En la Figura 5.10 y la Figura 5.11, se muestra la comparacién de los dos modelos, pero se
anaden los puntos de méaxima distancia entre los modelo, positiva (en rojo) y negativa (azul).
Como se puede apreciar, los maximos errores ocurren en un pliegue del perfil en el que no
se alcanza a ver bien con el laser. Los errores incrementan en las zonas donde el dngulo de

observacion estd inclinado con respecto a la cAmara.
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Figura 5.9: Resultado de la comparacion entre el modelo del perfil generado por una maquina de
medicién por coordenadas y el modelo 3D generado a partir de las imagenes captadas por la camara,

vista 2.
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Figura 5.10: Resultado de la comparacion entre el modelo del perfil generado por una méaquina de
medicién por coordenadas y el modelo 3D generado a partir de las imagenes captadas por la camara,

mostrando los puntos de maxima diferencia, vista 3.

El resultado de la comparacion entre los dos modelos, muestra que la media de la desviaciéon
entre los dos modelos en de 0.08mm y siendo de 0.1mm la desviacién esténdar, resultado que
muestra la validez del sistema de mediciéon con una cidmara Scheimpflug y un haz de luz laser.
Estos resultados se deben seguramente al “speckle” que aunque se mueva la pieza durante
la adquisicién, sigue existiendo y a la existencia de zonas dénde el angulo de observacion
esté inclinado con respecto a la caAmara. Ademaés es una pieza con mucha reflexiéon y el laser

empleado no es de alta calidad.
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Figura 5.11: Resultado de la comparacion entre el modelo del perfil generado por una méaquina de
medicién por coordenadas y el modelo 3D generado a partir de las imagenes captadas por la camara,

mostrando los puntos de maxima diferencia, vista 4.

5.5. Conclusiones

Resultados calibracion camara Scheimplflug. Los resultado de simulaciéon muestran
que el nuevo modelo Scheimplug es equivalente al modelo pin-hole cuando el dngulo de
desviacion del sensor es menor que 6°. Cuando este angulo se incrementa, los errores de
reproyeccion en el nuevo modelo se mantienen constantes, mientras que en el modelo pin-
hole se incrementa el error significativamente, casi exponencialmente. Los pardmetros del
modelo Scheimpflug se pueden recuperar con precisién cudndo la desviacion estandar del
ruido observado en los puntos de control, es del orden de 0.01 pixeles. Cuando la desviacién
estandar del ruido es mayor, los errores en los parametros recuperados de la desviacion del
sensor, esto es los angulos a y 3, se incrementan debido a las interdependencias entre los
parametro del punto central, Cx y C'y y los de prisma si, S2, s3 y S4. Los experimentos
de calibracién reales muestran que el modelo de camara propuesto funciona ligeramente
mejor que el modelo pin-hole estandar. La desviaciéon estandar del error de reproyecciéon
estan en el orden de 0.016 pixeles, por lo que 3, que se ha medido manualmente en 6° se
ha recuperado como 5.5125 (media de las cuatro calibraciones), alcanzando préacticamente el
valor real medido del adaptador (la medicion real medida del adaptador es aproximada ya
que el adaptador estd montado con el sensor y el acceso es complicado). El angulo « se ha
recuperado en —0.11°, alcanzando también casi su valor real de 0°. En este tipo de camaras
es importante generar la imagen frontal para calcular con mayor precision los centros de los
circulos de los puntos de control, cuanto menos error se tenga en la deteccion de estos puntos

mejor se recuperan los parametros reales de la cAmara.

Resultados calibraciéon camara Scheimplflug y laser. En la simulaciéon de la calibra-
cion del plano laser se ha observado que los errores de reproyecciéon aunque son dependientes

de la cantidad de ruido que se tiene en la deteccién de los puntos de control, siempre son
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mas bajos que ésta por lo que la calibracién es robusta. En cuanto a los resultados de la
calibracién del plano laser con una camara real, los errores de reproyecciéon son estables ide-
pendientemente del nimero de imagenes utilizadas para la calibracién y el valor medio de
éstos en el eje X es de 0.5pixeles y de 0.9pixeles en el eje Y, valido para cAmaras con una
resolucion de 1280x1024.

Resultados mediciéon con camara Scheimpflug mas laser. Finalmente, para validar
el sistema utilizado en este trabajo se han medido piezas de diferentes alturas. Estas piezas
se han medido tanto con el sistema cidmara Scheimpflug con laser como con una méquina
de medicién por coordenadas, apreciando que la piezas mas pequenas, esto es, mas alejadas
de la camara tiene peor resultado pues el error se propaga con la distancia, no obstante los
errores son del orden de 3 centésimas: 0.013mm, 0.012mm, 0.032mm y 0.035mm. El perfil
compuesto de un material de alta resistencia se ha reconstruido en tres dimensiones, también
con los dos sistemas, la maquina de medicién por coordenadas y el sistema camara laser.
Los datos obtenidos de los dos sistemas, se han cargado en el programa “Geomagic Studio”,
se ha realizado un “best fitting” con ambos para aproximarlos y después se han comparado.
Obteniendo un error medio de 0.08mm y una desviacion estandar de 0.1mm. Debido al
“speckle”; la alta reflexion de los perfiles y la baja calidad del laser empleado. Los puntos con
el mayor error ocurren siempre en zonas de dificil acceso al laser y dénde la inclinacion de

las superficies genera un angulo de observaciéon que incrementa los errores.
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CAPITULO 6

Conclusiones

91




En este capitulo se extraen todas las conclusiones a las que se ha llegado en la elaboracién
de este trabajo. Se detallan las contribuciones que se han realizado y finalmente se plantean

las lineas futuras.

6.1. Conclusiones

En el contexto actual con la alta competitividad de los mercados emergentes y la creciente
demanda de productos customizados, la industria metalirgica ha tendido hacia la elaboracién
de nuevos materiales y procesos que aportan mayor dureza y a su vez mayor ligereza. Un
ejemplo es el perfilado en el que se ha comenzado a utilizar nuevos aceros de alta dureza,
sin embargo los procesos de fabricaciéon con estos nuevos materiales son més probleméticos,
apareciendo errores de recuperacion elastica “spring back” y generando piezas inservibles. La
obtencién de informacion tridimensional de los diferentes perfiles durante su produccion, se ha
realizado mediante un sistema de triagulacion laser, una cdmara mas una iluminacién laser,
con el que se obtienen secciones de las piezas y se puede seguir su evoluciéon. Como estos
perfiles tienen formas geométricas complejas y superficies a diferentes alturas es necesario
que la camara tenga una amplia profundidad de campo y esté todo el perfil enfocado. La
ampliacién de la profundidad de campo, se consigue utilizando cdmaras Scheimpflug, en las
que el sensor esté inclinado respecto al plano de la lente.

La profundidad de campo en las caAmaras Scheimpflug tiene forma de cuna. Se han analizado
los modelos matematicos de camaras clasicos, modelo pin-hole con el modelo de distorsiones
completo y los métodos actuales de calibracion deteniéndonos en el método de Zhang [Zha99]
uno de los més utilizados hoy dia. Se han examinado los modelos de cdmaras existentes
adaptados a las camaras Scheimplflug, observando que o bien son para angulos pequenos
y solo contemplan uno o bien tienen una matriz de rotacién con tres grados de libertad
que no son necesarios puesto que uno se puede fijar. También se han detallado los métodos
existentes en la literatura para calibrar un sistema compuesto por una cidmara matricial y
una luz laser. Estos se pueden dividir en dos grupos, los que calculan directamente la relacién
entre el plano laser y la cAmara, sin conocer la geometria exacta de la caAmara y los que estan
divididos en dos pasos; primero calibrar la cAmara y después con esa informacién calibrar el
plano del laser. Como la geometria de la cimara Schiemplug es diferente, se debe realizar

una calibracién en dos pasos con la que se pueda calibrar toda la profundidad de campo.

El nuevo modelo de camara especifico para cdmaras Scheimpflug contempla los angulos
de desviacién que tienen estas camaras pero tiene en cuenta dos grados de libertad y no
tres como ocurre en otros trabajos. Esto implica que exista una tnica solucién para este
modelo de camara. Ademas el modelo de distorsiones que se ha implementado tiene en cuenta
las distorsiones radiales y de prisma, puesto que las distorsiones tangenciales compensarian
las desviaciones del sensor y confundiria la minimizacién por redundancia de pardmetros.
Este modelo tiene como base el modelo pin-hole mas los dngulos a y 8. En las camaras

Scheimgplug el area de enfoque tiene forma de cuna, con lo cual no se puede utilizar un
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patron de calibracion plano més ancho que esta cufia ya que los puntos que estén fuera estan
desenfocados. El patréon disenado, tiene dos columnas por tres filas de circulos concétricos, el
célculo del centro en estos circulos es de mayor precisiéon puesto que se calcula la media del
los diferentes circulos. El proceso de calibracion tiene dos principales pasos, en el primero se
obtiene la inicializacion de los parametros en el plano perpendicular, utilizando primero el
método de Zhang para obtener informacién del plano inclinado y luego pasar todo al plano
perpendicular. El segundo paso consta de una minimizacién no lineal de una funcién objetivo.
En este caso el error a minimizar es el error entre la proyeccioén al plano perpendicular de los
puntos en el mundo y los puntos observados en el sensor inclinado transformados al plano

perpendicular. Los pasos de el método de calibracién detallado en el trabajo consiste en :
= Detectar los puntos de control y llevar a cabo la primera calibracion.

= Con esos parametros crear las imégenes frontales, en las que se vuelven a detectar los

centros de los puntos de control.

= Finalmente reproyectarlos a la imagen original para realizar la dltima calibracion.

Para medir y calibrar el sistema camara Scheimpflug més laser con precision, la deteccion
del pico de la linea laser es importante. La observacién de objetos que tienden a ser especulares
genera brillos y posibles saturaciones de los pixeles perdiendo asi informacién. El algoritmo de
deteccion desarrollado de las lineas laser, estd basado en la aproximacién Gaussiana, adaptado
para calcular con precisién el centro de la linea aun cuando ésta tiene algtin pixel saturado.
El método de calibracién para el plano laser estd adaptado a las camaras Scheimpflug. Estas
necesitan de un modelo de caAmara especifico, es por ésto que para calibrar el plano laser
primero se ha de calibrar la camara y calcular sus parametros intrinsecos. Al estar toda
la longitud del plano laser enfocada se necesita un objeto de calibracién que sea facil de
mover dentro del plano laser, aportando suficientes puntos de control para llevar a cabo la
calibracion. Con éstos puntos se ha desarrollado un método de calibracion basado en el vector

normal del plano.

Los resultado de simulaciéon, muestran que el nuevo modelo Scheimplug es equivalente
al modelo pin-hole cuadndo el angulo de desviacién del sensor es menor que 6°. Cuando
este angulo se incrementa, los errores de reproyecciéon en el nuevo modelo se mantienen
constantes, mientras que en el modelo pin-hole se incrementa el error significativamente,
casi exponencialmente. Los pardmetros del modelo Scheimpflug, se pueden recuperar con
precision cudndo la desviacion estandar del ruido observado en los puntos de control, es del
orden de 0.01 pixeles. Cuando la desviacion estdndar del ruido es mayor, los errores en los
parametros recuperados de la desviacion del sensor, esto es los angulos a y 3, se incrementan
debido a las interdependencias entre los parametros del punto central, Cx y Cy y los de
prisma si, Sa, S3 ¥ S4. Los experimentos de calibracién reales, muestran que el modelo de
camara propuesto funciona ligeramente mejor que el modelo pin-hole estandar. La desviacion

estandar del error de reproyeccion estan en el orden de 0.016 pixeles, por lo que 3, que se ha

93



medido manualmente en 6° se ha recuperado como 5.5125 (media de las cuatro calibraciones),
alcanzando précticamente el valor real medido del adaptador. El angulo « se ha recuperado
en —0.11°, alcanzando también casi su valor real de 0°. En este tipo de cAmaras es importante
generar la imagen frontal para calcular con mayor precision los centros de los circulos de los
puntos de control, cuanto menos error se tenga en la detecciéon de estos puntos mejor se
recuperan los parametros reales de la camara. En la simulacién de la calibraciéon del plano
laser, se ha observado que los errores de reproyeccién aunque son dependientes de la cantidad
de ruido que se tiene en la deteccién de los puntos de control, siempre son mas bajos que ésta.
En cuanto a los resultados de la calibracién del plano laser con una camara real los errores
de reproyecciéon son estables independientemente del nimero de iméagenes utilizadas para la
calibracién y el valor medio de éstos en el eje X es de 0.5pixeles y de 0.9 en el eje Y, vélido
para cdmaras con una resoluciéon de 1280x1024. Para validar el sistema utilizado en este
trabajo, se han medido piezas de diferentes alturas. Estas piezas se han medido tanto con el
sistema cdmara Scheimpflug més laser como con una méaquina de medicién por coordenadas,
apreciando que la piezas mas pequenas, esto es, mas alejadas de la camara tiene peor resultado
pues el error se propaga con la distancia. La diferencia entre los dos modelos en cada pieza
es de: 0.013, 0.012, 0.04 y 0.089. El perfil compuesto de un material de alta resistencia se
ha reconstruido en tres dimensiones, también con los dos sistemas, la méquina de medicién
por coordenadas y el sistema camara laser. Los datos obtenidos de los dos sistemas, se han
cargado en el programa “Geomagic Studio”, se ha realizado un “best fitting” con ambos para
aproximarlos y después se han comparado. Obteniendo un error medio de 0.08mm y una
desviacion estandar de 0.1mm. Los puntos con el mayor error ocurren siempre en zonas de

dificil acceso al laser.

En la seccién 2.5 se han planteado las hipotesis de este trabajo. En la primera hipoétesis se
plantaba lo siguiente: La utilizacion de dos grados de libertad (que puedan adquirir cualquier
valor) para modelar una cdmara Scheimplug, con un método de calibracion basado en la
creacion de imdgenes frontales, reduce los errores de reproyeccion obtenidos en el proceso de
calibracion de una cdmara Scheimpflug con respecto un modelo pin-hole que contemple las
distorsiones tangenciales con el proceso de calibracion de Zhang.

Coémo se puede apreciar en los resultados, tanto en simulacién como con una cidmara
Scheimpflug se obtienen menores errores de reproyecciéon con el modelo de cimara y el mé-
todo de calibracién propuestos que con un modelo pin-hole que contemple las distorsiones

tangenciales con el proceso de calibraciéon de Zhang.

En la segunda hipétesis se planteaba lo siguiente: La utilizacion de un método de calibra-
cion basado en una sierra con el que se cubre toda la profundidad de campo de la cimara
Scheimpflug y del laser (que estd dentro de la profundidad de campo de la cdmara) facilita la
calibracion y la obtencion de resultados métricos con una camara Scheimpflug con ilumina-
cion ldser. Los resultados finales con un perfil real muestran la validez del método propuesto

basado en la adquisicién de puntos en una sierra.
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6.2. Contribuciones

Todas las contribuciones realizadas en este trabajo se enumeran a continuacion. Se divide
en dos partes principales. La primera en la que se enumeran las contribuciones cientificas y

en la segunda en la que se detallan las contribuciones tecnologicas:

Contribuciones cientificas

= Revision del estado del arte de los modelos matematicos de cAmaras y métodos de cali-
bracién, detallando el método de Zhang. Revision de los modelos de cAmaras adaptados

a las camaras Scheimpflug y los procesos de calibracién.

= Revision de los métodos de calibracion de los sistemas compuestos de una cadmara mas

una iluminacion laser.

= Desarrollo y evaluacion de un nuevo modelo de cimara adaptado a las cAmaras Scheimp-
flug, que contempla los dos dngulos de posibles rotaciones de los sensores con respecto
a la lentes.

= Desarrollo y evaluaciéon de un nuevo proceso de calibracién, utilizando un patrén con
circulos concéntricos en el que se crea crean imégenes frontales para la obtenciéon de

una mayor precision.

= Desarrollo y evaluaciéon de un algoritmo para la calibracion del plano laser, en un sistema
de camara Scheimplug mas laser, basado en el vector normal del plano. Utilizando una

sierra como objeto de calibracion.

= Desarrollo de un algoritmo para la deteccién del pico del laser, basado en la aproxima-

cion Gaussiana y adaptado para la saturacion de pixeles.

Publicaciones

s 2013. A.Legarda, A.lzagirre, N.Arana, A.Iturrospe. Comparison and error analysis of
the standard pin-hole and Scheimpflug camera calibration models. Electronics, Control,
Measurement and Signals (ECMS). Evaluacion y comparacion del modelo de camara
adaptado a caAmaras Scheimpflug con respecto al modelo estandar pin-hole y calibracién
de Zhang.

» 2012. E.Saenz de Argandoiia, J.Larrafiaga, A.Legarda, L.Galdos. Roll forming set-up
influence in the forming forces and profile quality. Key Engineering Materials. Trans
Tech Publications, Switzerland. Vol:504-506, pags:1249-1254. Estudio sobre la influencia

de las fuerzas ocurridas en cada rodillo para la calidad final del perfil.

= 2011. A.Legarda, A.Izagirre, N.Arana, A .Iturrospe. A New method for Scheimpflug ca-
mera calibration. Electronics, Control, Measurement and Signals (ECMS). Descripcion
del modelo de camara que contempla la inclinacién del sensor respecto al plano de la

lente.
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= 2009. A.Izagirre, N.Arana, E.Saenz de Argandona, L.Galdos, A.Legarda, J.Dupoy. Ea-
sier and Robust Calibrating of a laser and camera system for accurate depth map
determination. Electronics, Control, Measurement and Signals (ECMS). Calibracion

de un sistema camara y laser basado en alturas.

Contribuciones tecnolégicas

= Durante este trabajo se ha contribuido al desarrollo de la libreria de visiéon OpenCV.
En su préxima versiéon la 3.0 el modelo de distorsiones incorpora el modelo de las
distorsiones de prima. Anadiendo el lag “CV_CALIB THIN PRISM MODEL” en la
llamada a la funcién de calibracién implementada en OpenCV, al modelo de distorsiéon
se el anade el modelo de prisma. Esta contribucién fue unida al proyecto OpenCV con
el namero 511 el dia 27/02/2013.

= Desarrollo de una aplicacién en C++ con la implementacién de los procesos de calibra-

cién.

6.3. Lineas futuras

Las lineas futuras se dirigen en dos caminos principales. El primero en probar el método
de calibracién de camaras Scheimpflug en cdmaras con angulos diferentes a los testeados en
este trabajo. El segundo en realizar un sistema multicAmara con varias caAmaras Scheimpflug

puestas alrededor de un perfil.

= Los resultados de este trabajo se han obtenido utilizando una camara que tiene un
dngulo 8 ~ 6° y un angulo o ~ 0°. El siguiente paso a realizar seria la obtencién
de resultados de calibracion con cadmaras Scheimpflug en las que los angulos a y
fuesen mayores y/o menores. De esta manera se comprobarian los resultados obtenidos
en la simulacién de la calibracién dénde el modelo de cdmara Scheimpflug propuesto
converge cuando los 4ngulos son mayores que los 6° y lo que no sucede con la calibracién
de Zhang.

= En este trabajo se ha utilizado solo una cdmara Scheimpflug pero para poder observar
un perfil completo de una sola vez es interesante la posibilidad de un sistema multi-
camara. Colocando varias camaras Scheimpflug en un anillo y pasado el perfil por el
centro de éste, se puede observar el perfil desde diferentes puntos situando las camaras
para que la superficie sea lo més oblicua posible y no haya puntos de oclusién. Para
eso se tendria que desarrollar y/o aplicar un método de calibracion multicdmara que

relaciones todas las cAmaras que compongan el sistema multicAmara.
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APENDICE A

Circulo de confusion

Utilizando el sistema de coordenadas situado en el centro de la lente, C, y un punto M en
el mundo ubicado en (x,y, 2), el proceso de creacion de imagenes en un camara, transforma
el punto M en su punto ideal, M’ situado en (2’,%/, 2") utilizando las siguientes ecuaciones
[Sut09] :

y =y
o]~ e (A1)
1 1 1

— 4+ —
CM| —|CM'|  f

(A.2)

La primera ecuaciéon describe la relacién entre las coordenadas de la imagen y del objeto
para un sistema simple de lentes, donde y en la imagen es positiva cuando esta invertida.
La segunda ecuacién, es una versiéon de la ecuaciéon “Thin lens” para la proyeccién ideal de
un objeto. Combinando estas dos ecuaciones para los componentes y — z y extendiendo la

aproximacion a incluir la distancia en x para el punto M utilizando la isotropia:

—fx

— 727f; (A.3)
’ _fy.
y _Z—f7
’r —fZ.
/=2 (A.4)

Donde z es la coordenada de M en el eje Optico. Si queremos que la imagen creada esté
bien enfocada en el plano del sensor, el sensor tiene que estar donde intersectan todos los

rayos de luz. Esto quiere decir que la distancia d entre el plano del sensor y el centro del

plano de la lente, debe ser igual al componente z del punto ideal M’, es decir, que d = —2'.
Definiendo el plano de enfoque:
daf
_ . A5
s= (4.5)
La ubicaciéon del punto en el plano imagen (z},y.) sera:
d— d
o =a )= 2, (A6)
y; = y[idi f} = yj;
K3 f z
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Como se puede ver en la Figura 2.2, la ubicacion ideal del punto M, pude no corresponderse
con ubicacién en el plano del sensor. De echo, la imagen de M en el sensor estard borrosa,
alargada y girada. La regiéon borrosa alrededor del punto M es conocida como el circulo de

confusion. En la Figura A.1 se muestra un esquema del proceso de desenfoque.

Figura A.1: Desenfoque

Para estimar el diametro de desenfoque, considerando los rayos que emanan del punto M
(x,y,2) y considerando que la lente tiene un radio r, entonces todos los puntos que pasan a
través del borde exterior de la lentes se pueden expresar asi: r cos 3, rsin 3,0 siendo 0 < g <
2m. Estos puntos son proyectados al plano del sensor, donde z = —d, creando un circulo.
Utilizando férmulas trigonométricas y definiendo las coordenadas del plano de desenfoque

como (z”,y"” — d) tenemos lo siguiente para el componente y”:

—rsinB+y Yy —vy"
2! T At (A7)
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Utilizando la ecuacion, A.5 para reemplazar 3’ y 2z’ asumiendo la isotropia en el proceso de

creacion de las imégenes, se puede escribir la siguiente ecuacién para los circulos creados en

la imagen.
z! rcosﬁ+rcosﬂ(1+%) _djr
M"=<¢ y" =23 rsinf+rsinf (1 + d(J};z)> + —%y (A.8)
" —d
z 0

El radio del punto distorsionado en la imagen, del punto M, se puede calcular utilizando el

vector de la ecuacion A.8 como se muestra a continuacion:

2 =y (B = 90°) — ¢ (B = 270°) = (rsin(90°) + rsin(90°)(1 + =—))  (A.9)

—(rsin(270°) 4+ rsin(270°)(1 + ———
M= Tlens(l +

En centro de la imagen para M, que es la mejor estimacion para el punto, M”, se puede

escribir asi:

_dz
z

M= —d (A.10)

z
—d

La ecuacién A.10 muestra el efecto de distorsién. Cuando el punto de un objeto, M, no esta
en el plano de enfoque de la lente, o cuando el plano del sensor no esté situado en la posicion
ideal del foco, el punto que se crea en el sensor es un circulo con radio 7

La profundidad de campo, (PdC) esta determinada por la distancia al objeto, la distancia
focal y el “nimero-f” o relacion focal (relativo a la apertura de la lente). Excepto para
distancias cercanas en las que la PdC se determina aproximadamente por la ampliacion

del sujeto y “el nimero-f”, N'= f/D,,, donde D, es el didmetro de la entrada del obturador.

Definiendo la distancia hiperfocal, H, como la ubicacion del objeto mas cercano a la lente
donde la PdC se extiende hasta el infinito, cuando el plano ideal de enfoque se sitia en
la distancia hiperfocal, entonces la PAC se extiende desde H/2 enfrente del objeto hasta el

infinito. Esta configuraciéon nos da la mayor distancia focal para un N dado.

Utilizando la terminologia dada en la Figura 2.2, dénde f es la distancia focal y ¢ = 27y
es el didmetro del circulo de confusion, se puede estimar la distancia hiperfocal H de la

siguiente manera:

H~ j\% (A.11)

Se puede relacionar directamente H con la distancia al objeto, s, dénde la camara esta
idealmente enfocada. Especificamente, cuando s es grande en comparacién con la distancia

focal, la distancia D, desde la camara hasta casi el limite de la profundidad de campo y la
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distancia Dy desde la caAmara hasta el lejano limite de la profundidad de campo son:

Hs
Dy ~ A2
NTH +s ( )
Hs
Dp ~ H_Sfors<H
(A.13)
Siendo la profundidad de campo Dgr — Dar se puede escribir como:
2H s?
Sustituyendo H y reordenando la ecuacion, la PdC se puede expresar como:
2D prcf?s?
PldC = —————— A5
f4 _ Dj2vc282 ( )

Asi, para un formato de imagen dado, la profundidad de campo esta determinada por tres
factores: la distancia focal de la lente, el “nimero-f” de la apertura de la lente y la distancia

de la cAmara al objeto.
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APENDICE B

Modelo de camara Pin-hole

En la seccién 2.3.1, hemos visto que el modelo de camara pin-hole viene dado por la
ecuacion 2.17. La R es la matriz de rotacidon y T el vector de traslacion y A es la matrix de
proyeccion. Para obtener ésta, primero se ha de realizar una proyeccién perspectiva de los
puntos en plano de la camara (Zeam, Yeam, Zeam ), que vienen de cambiar las coordenadas de
los puntos del mundo (., Yw, 2 ) con la ecuacion 2.16. La proyeccion perspectiva en el CCD

en milimetros es:

Leed = f . xca’rn/zcam
Yeed = [ - ycam/zcam (B].)

Donde f es la distancia focal.

Cambiando estas ecuaciones a coordenadas homogéneas tenemos:

S+ Teed f 0 0 Tcam
S Yeed 0 f 0 Yecam (B2)
s 0 0 1 Zeam

Siendo s un factor de escala real diferente de cero.

El punto (Zced, Yeed) €sta en milimetros, para pasarlo a pixeles, observando la figura 2.8

tenemos que:

Tpiz = Cac + 'chd/nxa (B3)
Ypix = Cy + yccd/nya
(B.4)

Donde: zpiz ¥ Ypiz son las coordenadas del punto en el CCD en pixeles. C, y C), son el centro
del sistema de referencia de la cAmara en pixeles, el centro 6ptico, ver Figura 2.8, y finalmente

Ng ¥ Ny son el tamafo de un pixel en milimetros en las direcciones X e Y respectivamente.

La ecuacién B.4 en coordenadas homogéneas es:

5 Tpig ng 0 Cg S Teed
S Ypiz = 0 Ny Cy ) S Yeed (B5)
S 0O O 1 s
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Combinando las ecuaciones B.2 y B.5, afiadiéndole el factor de asimetria d, que indica la
no perpendicularidad entre los ejes X e Y tenemos que la matriz de proyeccién perspectiva
A es:

F, § C,
A=| 0 F, ¢, (B.6)
0 0 1

Finalmente la ecuaciéon de transformacién de un punto P, a las coordenadas de la caAmara

y posterior proyeccion al plano de la imagen en pixeles, es:

S - (L'pix Fz (5 Cz Loy
5 Ypiz = 0 F, Cy | |R| Yuw +T (B.7)
s 0 0 1 Zw
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AprENDICE C

Método de calibracion Zhang

En la seccién 2.3.1, se ha mostrado la ecuacion 2.25 que con un set de puntos de calibracion
y sus coordenadas en la imagen se puede calcular la homografia H resolviendo la ecuaciéon

linear.A continuacién se detalla la solucion planteada por Zhang:

Denominando h; a las columnas de la matriz H, esto es, H = [hy ha hs] tenemos que
[h1 ho h3] =~ A [r1 r2 T]. Y como r1 y ro son ortogonales entre si, esto quiere decir que:
T ry =0y que rI ry =rl ry = 1, entonces tenemos:

RT AT A7V hy =0; (C.1)
RT AT A=V by =hl A7T A71 hy;

Estas son las restricciones necesarias en la matriz intrinseca A. Para calcular la matriz A:

Bi1 Biz Bis
—T g—1 —
B=A""A""=| By By B |=
By3 B2z Bss
1 ) Cyo—-C,Fy
FZ FZEy FZFy
0 02 41 _0(Cy0-Cuky) Oy
FRE, F2F F2F2 T (C.2)
Cy6—C,F, 5(Cyd—CyF,) C, (C,6—C,F)?> | C,
F2F, o F2F? T F2? F2F? + g+ 1

x z Ty Y Ty Yy

Asumiendo que el vector de la columna i de la matriz H es h; = [hs1 hiz hi3]T tenemos que:
hi Bhj = v};b (C.3)
Doénde
vij = [hi1 hy1 hiv By 4 hi2 Byt hio Bz hig hji + hit hys his hjo + hig hys hys hjS]T
b = [B11B12B22 B13Ba3]

Con lo cual la ecuacién C.2 se puede reescribir como:

[ Uiz . ] b=0 (C.4)

(Uu — V22

En la ecuacién C.4 los valores v;; estan derivados de la homografia H, para calcular b, que

tiene seis incognitas, se deben sacar varias imégenes del plano de calibracién y asi obtener
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un sistema sobre-determinado de ecuaciones lineales. Si se observan n imagenes del plano de

calibracién, juntando las n ecuaciones cémo en la ecuaciéon C.4, logramos:
Vb=0 (C.5)

Doénde V es una matriz de 2nx6. Sin > 3 entonces se puede obtener b, calculando el autovector
relacionado con el menor autovalor de V7V, Una vez se ha obtenido la b, se pueden calcular

los parametros intrinsecos utilizando la ecuacion C.2 asi:

C, = (B12B13— B11B23)/(B11B22 — B},)

Yy = B3 —[B?+ Cy(B12B13 — B11B23)]/Bu1

F, = V/Bu

F, = \/7/B11(BiBy — B) (C.6)
§ = —BuF.F,/y

C. = 6Cy/F, — BiyF} /vy

Ahora que ya se han calculado los parametros intrinsecos y se tiene la matriz A, se pueden

calcular los pardmetros extrinsecos de la siguiente manera:

o= A

ry = A hy (C.7)
r3s = Ti1XT2

T = ~A lhs
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10
11
12
13
14
15
16

18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31

APENDICE D

Aproximaciéon a una parabola con

cuatro puntos

A continuaciéon de demuestra mediante el cédigo en Matlab la aproximacién a una para-

bola utilizando cuatro puntos:

Suponiendo una parabola como: y = a x 22 + b* x + c.

La aproximacion con n puntos de la pardbola se puede realizar con, ver ecuacién D.1:

J;% xy 1

2
x; xp 1

S

Y1

yn

(D.1)

En el caso de la aproximacién con tres puntos tenemos:
x1=sym(’x1’,’real’);
x2=sym(’x2’,’real’);
x3=sym(’x3’,’real’);
yl=sym(’y1’,’real’);
y2=sym(’y2’,’real’);
y3=sym(’y3’,’real’);

A=[x1"2 x1 1;x2°2 x2 1;x3°2 x3 1]
A=

| x1~2, x1, 1]

[ x272, x2, 1]

| x3°2, x3, 1]

B = [yLy2;y3]

B —

yl

y2

y3

La pseudoinversa es:

5013 = inv(A’xA)*(A’xB);

s013(1)

ans —
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32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69

© 0 N e ok W N =

[ T N e S S Y S I
W N = O ©® W N O G R W N = O

((x1xyl 4+ x2xy2 4 x3xy3)*(— 2*x1"3 + x1"2*x2 + x1~2xx3

4+ x1%x2°2 + x1*x372 — 2xx2°3 + x272*%x3 + x2*xx372 —
2xx3°3))/((x1 — x2)"2x(x1 — x3)"2x(x2 — x3)"2) —

((y1#x172 4 y2%x2°2 + y3#x3~2)x(— 2%x172 + 2sx1*xx2

—+ 2kx1*x3 — 2%x2°2 4+ 2xx2*%x3 — 2*x3A2))/((x1 — X2)A2*

(x1 — x3)"2x(x2 — x3)72) + ((y1 + y2 + y3)*(x1"3*x2 + x1~

3xx3 — 2*xx172%x2"2 — 2xx1"2%x3"2 4+ x1xx2"3 + x1*x3"3 + x2°3
*x3 — 2%x272xx372 + x2xx373))/((x1 — x2)"2%(x1 — x3)"2x%

(x2 — x3)°2)

?

s013(2)
ans —

((y1*x1°2 + y2%x2°2 + y3*x3~2)x(— 2%x1~3 + x1"2%x2 + x1~2xx3
+ x1*x27°2 + x1%x3°2 — 2xx2°3 + x2°2xx3 + x2%x3°2 — 2*x3"3))/
((x1 — x2)"2%(x1 — x3)"2%(x2 — x3)"2) — ((x1*xyl + x2xy2 + x3%y3)
*(— 2%x1 74 + 24x172%x27°2 4 2xx17°2xx372 — 2xx274 4 2xx272xx37°2
— 2xx374))/((x1 — x2)"2x(x1 — x3)"2%(x2 — x3)°2) + ((yl + y2 + y3)
*(— x174%x2 — x174%x3 + x1°3%x2°2 4+ x1°3%xx372 + x1°2*x2"°3 +
x1°2%x3°3 — x1*x2"°4 — x1*x3°4 — x2"4%x3 + x2°3%x3"2 + x2°2*x3"3
— x2xx374))/((x1 — x2)"2x(x1l — x3)"2x(x2 — x3)"2)
s013(3)

ans =

((y1 4+ y2 + y3)*(x1"4%x2"2 4 x1"4%x3"2 — 2xx1"3%x2"°3 — 2%x1"3xx3"3
+ x172%x274 + x172xx374 + x274*x372 — 2xx2"3%x3"3 + x272%x374))/
((xl — x2)“2*(x1 — x3)A2*(x2 — x3)A2) + ((yl*xlAZ + y2%x2°2 +
y3kx372)#(x173%x2 + x173%x3 — 2%x1"2xx272 — 2%x1"2xx3°2 +
x1%x273 4+ x1%x3°3 + x273%x3 — 2*x2°2%x3"2 4 x2%x3°3))/

((x1 — x2)72x%(x1 — x3)"2%(x2 — x3)72) +

((x1xyl 4+ x2xy2 4 x3xy3)*(— x1"4*x2 — x1"4%x3 + x1"3%x2"2

+ x173*%x372 + x172%x2°3 + x1°2xx3"3 — x1*x2"4 — x1*x3~4

— x274%x3 + x273%xx372 + x2°2*%xx37°3 — x2*x3A4))/

((x1 — x2)72%(x1 — x3)"2%(x2 — x3)"2)

Para cuatro puntos, supongiendo que: dx=x3—x1, x2=x1+1 y x4=x3+1.
De ésta manera la solucién es més simple.

x1 = sym(’x1’,’real’);

x2 = sym(’x1’,’real’)+1;

x3 = sym(’x1’,’real’)+ sym(’dx’,’real’);
x4 = sym(’x1’,’real’)+ sym(’dx’,’real’)+1;

yl=sym(’y1l’, ’real’);
y2=sym(’y2’,’real’);
y3=sym(’y3’,’real’);
yd=sym(’y4’, real’);

Al=[x1"2 x1 1;x2°2 x2 1;x37°2 x3 1;x4"2 x4 1]
Al =

x1°2, x1, 1]

x1 4 1)°2, x1 + 1, 1]

(
(dx + x1)~2, dx + x1, 1]
(

[
[
[
[ (dx + x1 + 1)~2,dx + x1 + 1, 1]
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Bl=[y1;y2;y3;y4]
Bl =

yl
y2
y3
y4

La pseudoinversa es:
sol4 delta = inv(Al’xA1)*(Al’*B1);

Las soluciones son:
sold_delta(l) % A

ans —

(y2%(x1 4+ 1)°2 4 y3x(dx + x1)"2 4 y4x(dx + x1 + 1)"2 + x1"2xyl)
/dx~2 — ((dx + 2xx1 + 1)*(y3*(dx + x1) + y4x(dx + x1 + 1) +
x1xyl + y2x(x1 + 1)))/dx~2 + ((dx + 2#x1 + 2xdx*x1 + 2xx1~2)x
(y1 + y2 + y3 + y4))/(2xdx"2)

sold_delta(2) % B
ans =

((y3*(dx + x1) + y4*(dx + x1 + 1) + x1xyl + y2x(x1 + 1))=*

(dx~4 + 4%dx~3%x1 + 2xdx"3 + 4xdx~2xx1"2 + 4xdx"2xx1 +

3xdx"2 4 4xdxxxl + 2%dx + 4%x1°2 4 4*x1 + 1))/(dx"4 + dx"2)
— ((dx + 2xx1 + 1)*(y2%(x1 + 1)"2 + y3*(dx + x1)"2 +

yax(dx + x1 + 1)°2 + x172xyl))/dx"2 — ((yl + y2 + y3 + y4)*
(2%dx~4%x1 + dx~4 + 6xdx"3xx1"2 + 6+xdx~3*x1 + 2*xdx"3 +
4xdx"2xx173 + 6xdx"2%x1"2 4 6xdx"2xx1 + 2xdx"2 + 6xdxxx1"2
+ 6xdxxx1 + dx + 4%x1°3 + 6xx1°2 + 2xx1))/(2x(dx"4 + dx"2))

sol4 delta(3) % C
ans —

((y2#(x1 + 1)°2 + y3*(dx + x1)"2 + y4*(dx + x1 + 1)~ 2 + x1~2xyl)
#(dx 4 2#x1 + 2xdx*xl + 2xx1°2))/(2%dx"2) + ((y1 + y2 + y3 + y4)
#(4xdx~4xx172 + 4xdx~4*x1 + 3xdx"4 + 8xdx~3*x1"3 + 12xdx"~3*x1"2
+ 8xdx"3xx1 + 2xdx"3 + 4xdx"2xx1"4 + 8xdx"2*x1°3 + 12xdx"2xx1"2
—+ 8xdx"2xx1 4 3xdx "2 4 8xdx*xx1"3 + 12%dx*x1°2 + 4xdx*x1 4 4xx1°4
+ 8xx173 + 4xx1°2))/(4*(dx"4 + dx~2)) — ((y3x(dx + x1) +
ydx(dx + x1 + 1) + x1*yl + y2*(x1 + 1))*(2xdx"4*x1 + dx~4 +
6xdx"3*xx1"2 + 6xdx"3*xx1 + 2xdx"3 + 4xdx"2xx1"3 + 6xdx"2xx1"2
—+ 6xdx"2%x1 + 2xdx "2 4 6xdx*xx1"2 + 6xdx*x1l + dx + 4*x1°3 +
6xx1°2 + 2xx1))/(2*x(dx"4 4+ dx"2))

Resultados:

Suponiendo una parabola déndo los tres puntos son :
x1 = 100; y1 = 240;

x2 = 90; y2 = 110;

x3 = 110; y3 = 130;

83 = eval(sol3)
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s3 =

1.0e+-004 =

—0.0001

0.0241

—1.1860
x = 80:120;
y = 83(1) * x."2 + 83(2) * x + s3(3);
plot (x,y)
sol3 max = —s3(2)/(2xs3(1))

sol3 max =

100.4167

Utilizando el mismo ejemplo para la solucién con cuatro puntos utilizando dx:

x1 = 90; x2 = 91; x3 = 105; x4 = 106;

dx = x3—x1
dx =

15
vyl =83(1) * x1°2 + 83(2) * x1 + s3(3);
v2 = 83(1) * x2°2 + s3(2) * x2 + s3(3);
v3 = 83(1) * x3°2 4 s3(2) * x3 + s3(3);
v4 = 83(1) * x4°2 + s3(2) * x4 + 83(3);

s4 delta = eval(sold delta)
s4 delta —
1.0e+004 *
—0.0001
0.0241
—1.1860
s4 delta max = —s4 delta(2)/(2*s4 delta(1))
s4 delta max =

100.4167

Ambos resultados son iguales.
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